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رگرسيون -يادگيري نظارت شده 
رگرسيون

ريتم ياد رگرسيون يك نوع از يادگيري نظارت شده است كه در آن الگو
.   بيني كندمي گيرد بر اساس ويژگي هاي ورودي، مقاديري پيوسته را پيش
مت مسكن مثال هايي از مسائل رگرسيون شامل پيش بيني قيمت سهام و قي

. مي شوند
:الگوريتم هاي معروف

رگرسيون خطي
رگرسيون چندجمله اي

رگرسيون ريج
رگرسيون درخت تصميم
رگرسيون جنگل تصادفي

رگرسيون ماشين بردار پشتيبان
Adv. App. of AI and DT 3

نمونه عمراني رگرسيون -يادگيري نظارت شده
:پيش بيني مقاومت بتن•

با استفاده از ويژگي هاي مختلف مخلوط بتن، مانند درصد سيمان، سنگدانه، آب، و افزودني ها

:پيش بيني نشست زمين در پي هاي عميق و تونل ها•
با داشتن داده هاي مختلف از ويژگي هاي خاك، عمق تونل يا پي، و نوع ساختار

:تخمين بار ترافيك بر پل ها•
با تحليل داده هاي مربوط به وزن وسايل نقليه، تعداد وسايل نقليه عبوري، و وضعيت آب و هوا

:پيش بيني ميزان آب جاري در رودخانه ها•
و ويژگي هاي هيدرولوژيكي حوزه آبخيز) بارش، دما(با داشتن داده هاي هواشناسي 

:پيش بيني عمر مفيد سازه ها•
با تحليل پارامترهاي مختلف مانند نوع مصالح، شرايط محيطي و بارهاي وارده

Adv. App. of AI and DT 4
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ان دهنده نمودار آن نش. رگرسيون خطي ساده ترين و پركاربردترين نوع رگرسيون است•
.يك خط راست است

 Scatterنمودار . براي شروع بايد حدسي درباره وجود يك رابطه خطي وجود داشته باشد•

Plot ايده اي اوليه درباره اين موضوع مي دهد.
هم افزايش مي يابد و  yمتغير  xبا ديدن اين نمودار اين ايده به ذهن مي رسد كه با افزايش 

.بلعكس

x

y

 رگرسيون خطي

Adv. App. of AI and DT
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.نمايش مي دهيم εروابط احتمالي هميشه داراي خطا مي باشد كه در اينجا آنرا با •

x

Y

 رگرسيون خطي

+
Random Error


dependent

variable
(output)

independent variable (input)

Y  0  1X
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Objective function: we use sum squared error (SSE)

 (predictedi – actuali)2  =  (residuei)2

 رگرسيون خطي

• Minimize the objective function: we can take the 
partial derivates of the objective function (SSE) with 
respect to the coefficients.  Set these to 0, and solve. 

Y  0  1X

1 
n xy  x y
n x 2  x 2


0 
y 1 x

n

Adv. App. of AI and DT 7

براي  فرض كنيد هدف تخمين ميزان پرداختي است كه شخصي با درآمد معين: مثال•
يري براي پاسخ به اين مساله بايد از چندين خانوار نمونه گ. مواد غذايي مي پردازد

.)درآمد به ميليون( كنيم

 

 رگرسيون خطي

Y = [15, 21, 2, 13, 3,  8,  9]

X = [21, 35, 7, 33, 5, 14, 25]

حل به روش رگرسيون
XY=[315, 735, 14, 429, 15, 112, 225] 
X2= [441,1225,49,1089,25, 196, 625]

1 
n xy  x y
n x 2  x 2


0 
y 1 x

n
=0.5 =0.143

n =7

Adv. App. of AI and DT 8
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 رگرسيون خطي

import matplotlib.pyplot as plt

x = [21, 35, 7, 33, 5, 14, 25]  # Income
y = [15, 21, 2, 13, 3, 8, 9]  # Food Expenditure

N = len(x)  # Number of data points

# Calculating products of x and y, and squares of x
xy = [x[i] * y[i] for i in range(N)]
x_squared = [x[i] ** 2 for i in range(N)]

# Calculating the sums
sum_x = sum(x)
sum_y = sum(y)
sum_xy = sum(xy)
sum_x_squared = sum(x_squared)

# Calculating the slope (B1) and intercept (B0)
B1 = (N * sum_xy ‐ sum_x * sum_y) / (N * sum_x_squared ‐ (sum_x) ** 2)
B0 = (sum_y ‐ B1 * sum_x) / N

محاسبه ضرايب خط رگرسيون

Adv. App. of AI and DT 9

 رگرسيون خطي

# Plotting the scatter plot
plt.scatter(x, y, color="blue", label="Data points")

# Calculating the regression line values
x_values = range(min(x), max(x) + 1)
y_values = [B0 + B1 * xi for xi in x_values]

# Plotting the regression line
plt.plot(x_values, y_values, color="red", label="Regression line")

# Adding labels and title
plt.xlabel("Income")
plt.ylabel("Food Expenditure")
plt.title("Income vs. Food Expenditure with Regression Line")
plt.legend()

# Annotating the slope and intercept
plt.text(min(x), max(y) ‐ 1, f"Slope (B1): {B1:.2f}", color="red")
plt.text(min(x), max(y) ‐ 3, f"Intercept (B0): {B0:.2f}", 
color="red")

# Displaying the plot
plt.show()

رسم خط رگرسيون

Adv. App. of AI and DT 10
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 رگرسيون خطي

Adv. App. of AI and DT 11

Training Set

Learning Algorithm

hIncome

How do we represent h ?

Linear regression with one variable.
Univariate linear regression.

 رگرسيون خطي

Food 
expenditure

Hypothesis:

How to choose parameters    ‘s ?
Adv. App. of AI and DT

12
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 تعيين ضرايب رگرسيون خطي

Idea: Choose             so that                    
is close to     for our 

training examples 
Adv. App. of AI and DT
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Hypothesis:

Parameters:

Cost Function:

Goal:

Simplified

 تعيين ضرايب رگرسيون خطي

 دبا حداقل كردن تابع هزينه ضرايب خط رگرسيون تعيين مي شون
Adv. App. of AI and DT 14
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Hypothesis:

Parameters:

Cost Function:

Goal:

 هزينه تعيين ضرايب رگرسيون با حداقل كردن تابع

Adv. App. of AI and DT 15
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حداقل كردن تابع هزينه 
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

# Data from the table
x = np.array([21, 35, 7, 33, 5, 14, 25])  # Income
y = np.array([15, 21, 2, 13, 3, 8, 9])  # Food Expenditure

# Number of data points
M = len(x)  # Changed from N to M

# Defining the cost function
def cost_function(B0, B1):

return (1 / (2 * M)) * np.sum((y ‐ (B0 + B1 * x)) ** 2)

# Generating values for B0 and B1
B0_values = np.linspace(‐5, 10, 1000)
B1_values = np.linspace(‐1, 2, 2000)
B0_mesh, B1_mesh = np.meshgrid(B0_values, B1_values)

# Calculating cost values for each combination of B0 and B1
cost_values = np.zeros(B0_mesh.shape)
for i in range(B0_mesh.shape[0]):

for j in range(B0_mesh.shape[1]):
cost_values[i, j] = cost_function(B0_mesh[i, j], B1_mesh[i, j])

# Finding the minimum point
min_index = np.unravel_index(np.argmin(cost_values), cost_values.shape)
B0_min = B0_mesh[min_index]
B1_min = B1_mesh[min_index]
min_cost = cost_values[min_index]



K.N. Toosi University of Technology 6/2/2026

Dr. Hasan Ghasemzadeh 9

Adv. App. of AI and DT 17

حداقل كردن تابع هزينه 
# Plotting the 2D contour plot of the cost function
plt.figure(figsize=(12, 5))

# 2D Contour Plot with contour lines
plt.subplot(1, 2, 1)
cp = plt.contourf(B0_mesh, B1_mesh, cost_values, levels=50, 
cmap='viridis')
plt.colorbar(cp)
contour_lines = plt.contour(B0_mesh, B1_mesh, cost_values, levels=10, 
colors='black', linewidths=0.5)
plt.clabel(contour_lines, inline=True, fontsize=8)
plt.scatter(B0_min, B1_min, color="red")
plt.annotate(f"Minimum Point\n(B0={B0_min:.2f}, B1={B1_min:.2f}, 
Cost={min_cost:.2f})",

(B0_min, B1_min), 
textcoords="offset points", 
xytext=(10, 10),  # Adjust these values to move the text
ha='center', 
color="red")

plt.xlabel("Intercept (B0)")
plt.ylabel("Slope (B1)")
plt.title("Cost Function Contour Plot with Contour Lines")
plt.legend()

Adv. App. of AI and DT 18

حداقل كردن تابع هزينه 
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حداقل كردن تابع هزينه 
# Logarithmic scale for cost values (add a small value to avoid log(0))
log_cost_values = np.log(cost_values + 1e‐10)  # Adding a small constant 
to avoid log(0)

# 3D Surface Plot with logarithmic cost values
fig = plt.figure(figsize=(10, 6))
ax = fig.add_subplot(111, projection='3d')
ax.plot_surface(B0_mesh, B1_mesh, log_cost_values, cmap='viridis', 
edgecolor='k', alpha=0.7)
ax.scatter(B0_min, B1_min, np.log(min_cost + 1e‐10), color="red", s=50, 
label=f"Minimum Point (B0={B0_min:.2f}, B1={B1_min:.2f}, 
Cost={min_cost:.2f})")

# Set the best view for the 3D plot
ax.view_init(elev=20, azim=45)  # Adjust these values to find the best 
angle
# Labels and title
ax.set_xlabel("Intercept (B0)")
ax.set_ylabel("Slope (B1)")
ax.set_zlabel("Log(Cost)")
ax.set_title("3D Plot of Logarithmic Cost Function")
ax.legend()

# Print minimum values
print("Optimal Intercept (B0):", B0_min)
print("Optimal Slope (B1):", B1_min)
print("Minimum Cost:", min_cost)

plt.show()  # Show plots

Adv. App. of AI and DT 20

# Generating values for B0 and B1
B0_values = np.linspace(‐5, 10, 1000)
B1_values = np.linspace(‐1, 2, 500)

حداقل كردن تابع هزينه 
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# Generating values for B0 and B1
B0_values = np.linspace(‐5, 10, 1000)
B1_values = np.linspace(‐1, 2, 2000)

 ضرايب با توجه به دقت حل
ودمساله كمي متفاوت خواهند ب

حداقل كردن تابع هزينه 

Gradient descent

حداقل كردن تابع هزينه
نزول در راستاي گراديان 

Adv. App. of AI and DT 22
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Have some function

Want 

Outline:

• Start with some

• Keep changing              to reduce                     

until we hopefully end up at a minimum

نزول در راستاي گراديان 

Adv. App. of AI and DT 23




)J(




)J(

نزول در راستاي گراديان 

Adv. App. of AI and DT 24
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Gradient descent algorithm

Correct: Simultaneous update Incorrect:

Learning rate

نزول در راستاي گراديان 

Adv. App. of AI and DT 25

نزول در راستاي گراديان 

Adv. App. of AI and DT 26
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If α is too small, gradient descent 
can be slow.

If α is too large, gradient descent 
can overshoot the minimum. It may 
fail to converge, or even diverge.

نزول در راستاي گراديان 

Adv. App. of AI and DT 27

Gradient descent can converge to a local 
minimum, even with the learning rate α fixed.

As we approach a local minimum, gradient descent will automatically 
take smaller steps. So, no need to decrease α over time. 

نزول در راستاي گراديان 

Adv. App. of AI and DT 28
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Gradient descent algorithm Linear Regression Model

نزول در راستاي گراديان 

Adv. App. of AI and DT 29

Gradient descent algorithm

update 
and

simultaneously

نزول در راستاي گراديان 

Adv. App. of AI and DT 30
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نزول در راستاي گراديان 

“Batch” Gradient Descent

“Batch”: Each step of gradient descent uses all the training examples.

Convex Shape

Adv. App. of AI and DT 31




)J(

نزول در راستاي گراديان 

Training and Validation Data

Adv. App. of AI and DT 32
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


)J(

نزول در راستاي گراديان 

Training and Validation Data

Adv. App. of AI and DT 33

(for fixed           , this is a function of x) (function of the parameters            )

Adv. App. of AI and DT 34
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(for fixed           , this is a function of x) (function of the parameters            )

Adv. App. of AI and DT 35

(for fixed           , this is a function of x) (function of the parameters            )

Adv. App. of AI and DT 36
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(for fixed           , this is a function of x) (function of the parameters            )
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(for fixed           , this is a function of x) (function of the parameters            )
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(for fixed           , this is a function of x) (function of the parameters            )

Adv. App. of AI and DT 39

(for fixed           , this is a function of x) (function of the parameters            )

Adv. App. of AI and DT 40
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(for fixed           , this is a function of x) (function of the parameters            )

Adv. App. of AI and DT 41

(for fixed           , this is a function of x) (function of the parameters            )

Adv. App. of AI and DT 42
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Price  (Milliard Toman)Size (m2)

46210.4
23.2141.6
31.5153.4
17.885.2
……

One  feature (Univariate).

رگرسيون يك متغيره

يرهرگرسيون خطي تك متغ
xمتغير 

)واكاوي وايازشي( آناليز رگرسيون

Adv. App. of AI and DT 43

Housing prices prediction

رگرسيون چند متغيره

Area=Frontage * Depth

ير گاهي اوقات يك متغير ممكن است به چند متغ
آيد تبديل شود و جواب بهتري از رگرسيون بدست

Adv. App. of AI and DT 44
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Price 
(Milliard 
Toman)

Age of home 
(years)

Number of 
floors

Number of 
bedrooms

Size (m2)

464515210.4
23.24023141.6
31.53023153.4
17.8361285.2
……………

Multiple features (variables).

رگرسيون چند متغيره

بزند هر متغير    نمونه يا مثال دارد كه با آنها برنامه آموزش خواهد ديد تا     را حدس

متغيرها

0 1 1 2 2( ) ... n nh x x x x        

يك بردار است            متغير ix
jy

1 2 3 4x x x x y

)واكاوي وايازشي( آناليز رگرسيون

Adv. App. of AI and DT 45

Price 
(Milliard 
Toman)

 

Age of home 
(years)

 

Number of 
floors

 

Number of 
bedrooms

 

Size (m2)

 
464515210.4

23.24023141.6
31.53023153.4
17.8361285.2
54
60
…

38
20
…

1
3
…

4
5
…

300
289
…

Multiple features (variables).

Notation:

= number of features  

= input (features) of        training example.

= value of feature    in        training example.

n = 4

x3 =[153.4 3 2 30]T

x3
4 =30

y =[46 23.2 31.5 17.8 54 60 …]T

X3

رگرسيون چند متغيره
متغيرها

ممثال سو

مي آيد نام متغير در زيرنويس و شماره مثال در بالانويس

1 2 3 4x x x x y

تعداد متغيرها 

Adv. App. of AI and DT

46
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For convenience of notation, define                .

رگرسيون چند متغيره

0

1 1n

n

x

x
X R

x



 
 
  
 
 
 



0

1 1n

n

R










 
 
  
 
 
 


 

0

1
0 1

T
n

n

x

x
h X

x

    

 
 
  
 
 
 




0 1 1 2 2( ) ... n nh x x x x        

0 1 1 20 2( ) ... n nxxh x x x        

0

n
T

n nh X x   

training set: design matrix X

Adv. App. of AI and DT 47

تعداد معادلات؟
تعداد مجهولات؟

رگرسيون چند متغيره
0 1 1 20 2( ) ... n nxxh x x x        

0

n
T

n nh X x   
( ) ( ) 2

1

1( ) ( ( ) )
2

j
j jJ h x y   تابع هزينه بايستي حداقل شود

)  در اين درس مورد نياز نيست(مشتق گيري 

Tمشتق برابر صفر TX X X y 

معادله نرماليونتعيين ضرايب رگرس

  1T T T TAx b A Ax A b x A A A b


    

1( )T TX X X y 
Adv. App. of AI and DT 48
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Hypothesis:

Cost function:

Parameters:

(simultaneously update for every                           )

Repeat

Gradient descent:

رگرسيون چند متغيره
x0 =1
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(simultaneously update             )

Gradient Descent

Repeat

Previously (n=1): New algorithm               :

Repeat

(simultaneously update        
for                         )

رگرسيون چند متغيره
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طي براي داده يك برنامه به زبان پايتون بنويسيد  رگرسيون خ: تمرين پنجم 
.رسم كند depth-temperatureهاي فايل 

رگرسيون خطي –به روش حداقل كردن تابع هزينه  -1
به روش نزول در راستاي گراديان -2
اجراي برنامه در دوحالت را مقايسه كنيدزمان  -3
نتايج  را رسم نماييد -4
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تمرين برنامه نويسي

Temperature ( c )Depth (m)

4.30.0

4.32.7

4.35.4

4.48.2

4.410.9

4.413.7

4.516.4

4.519.2

4.621.9

4.624.7

4.727.4

4.730.2

4.832.9

4.935.7
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