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For convenience of notation, define                .

رگرسيون چند متغيره
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training set: design matrix X

Adv. App. of AI and DT 3

تعداد معادلات؟
تعداد مجهولات؟

E.g.       = size (0-300 m2)

= number of bedrooms (1-5)

Feature Scaling
Idea: Make sure features are on a similar scale.

300)/2msize (= 1x

number of bedrooms

مقياس كردن متغيرها

Get every feature into approximately a                           range.
Adv. App. of AI and DT 4
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Replace      with                to make features have approximately zero 
mean (Do not apply to              ).

Mean normalization

E.g. 300)/150-size= (1x

x2 = (# bedrooms - 2)/4

)i min x-i xmax ))/(ixAve(–i x= (ix

150)=ixAve(

300=i min x-i xmax 
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Gradient descent

- “Debugging”: How to make sure gradient 
descent is working correctly.

- How to choose learning rate     .

نرخ يادگيري

Adv. App. of AI and DT 6
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Example automatic 

convergence test:

Declare convergence if       

decreases by less than       

in one iteration.
0 100 200 300 400

No. of iterations

Making sure gradient descent is working correctly.

رگرسيون چند متغيره

يابد تابع هزينه پس از هر تكرار بايستي كاهش

( )J  



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Making sure gradient descent is working correctly.

Gradient descent not working. 

Use smaller    . 

No. of iterations

No. of iterations No. of iterations

- For sufficiently small     ,             should decrease on every iteration.
- But if      is too small, gradient descent can be slow to converge.

رگرسيون چند متغيره

Adv. App. of AI and DT 8
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Summary:

- If     is too small: slow convergence.
- If     is too large:         may not decrease 

on every iteration; may not converge.

To choose    , try
0.003

رگرسيون چند متغيره

0.03 0.3
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Price 
(Milliard 
Toman)

 

Age of home 
(years)

 

Number of 
floors

 

Number of 
bedrooms

 

Size (m2)

 
464515210.4

23.24023141.6
31.53023153.4
17.8361285.2
54
60
…

38
20
…

1
3
…

4
5
…

300
289
…

`

معادله نرمال -رگرسيون چند متغيره

1 2 3 4x x x x y

  به فرم ماتريسي
تبنويسيم بهتر اس

210.4 5 1 45
141.6 3 2 40
153.4 3 2 30
85.2 2 1 36
300 4 1 38
280 5 3 20

X
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Price 
(Milliard 
Toman)

 

Age of home 
(years)

 

Number of 
floors

 

Number of 
bedrooms

 

Size (m2)

 
464515210.4

23.24023141.6
31.53023153.4
17.8361285.2
54
60
…

38
20
…

1
3
…

4
5
…

300
289
…

.
1
1
1
1
1
1
…

`

معادله نرمال -رگرسيون چند متغيره

0 1 2 3 4x x x x x y

1 210.4 5 1 45
1 141.6 3 2 40
1 153.4 3 2 30
1 85.2 2 1 36
1 300 4 1 38
1 280 5 3 20
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Examples: 
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به فرم ماتريسي

X y 

Price 
(Milliard 
Toman)

 

Age of home 
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Number of 
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Number of 
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Size (m2)

 
464515210.4
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31.53023153.4
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54
60
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معادله نرمال -رگرسيون چند متغيره

0 1 2 3 4x x x x x y

معادله نرمال
1( )T TX X X y 

Examples: 

Adv. App. of AI and DT 12

X y  T TX X X y 





يستدقت شود معمولا تعداد معادلات و مجهولات مساوي ن
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معادله نرمال -رگرسيون چند متغيره
X = np.array([

[1, 210.4, 5, 1, 45],
[1, 141.6, 3, 2, 40],
[1, 153.4, 3, 2, 30],
[1, 85.2, 2, 1, 36],
[1, 300, 4, 1, 38],
[1, 280, 5, 3, 20]      ])

X_transpose = X.T

[[  1.  1.  1.  1.  1.  1. ]
[210.4 141.6 153.4 85.2 300.  280. ]
[  5.  3.  3.  2.  4.  5. ]
[  1.  2.  2.  1.  1.  3. ]
[ 45.  40.  30.  36.  38.  20. ]]

1( )T TX X X y 

TX

X

TX

TA X X نام گذاري
Adv. App. of AI and DT 13

is inverse of matrix             

معادله نرمال -رگرسيون چند متغيره
1( )T TX X X y 

TA X X
A = np.dot(X_transpose,X)

[[6.0000000e+00 1.1706000e+03 2.2000000e+01 1.0000000e+01 2.0900000e+02] 
[1.1706000e+03 2.6350932e+05 4.7074000e+03 2.0256000e+03 3.9801200e+04] 
[2.2000000e+01 4.7074000e+03 8.8000000e+01 3.8000000e+01 7.5900000e+02] 
[1.0000000e+01 2.0256000e+03 3.8000000e+01 2.0000000e+01 3.1900000e+02] 
[2.0900000e+02 3.9801200e+04 7.5900000e+02 3.1900000e+02 7.6650000e+03]]

if np.linalg.det(A) != 0:      #  ماتريسکنترل دترمينان 

     inverse_A = np.linalg.inv(A) # محاسبه معکوس ماتريس

     print(inverse_A)

else:  print( "ماتريس معکوس پذير نيست " )

[[ 2.52802649e+01 ‐2.28181124e‐02 1.16806707e+00 ‐4.75589400e+00  ‐4.88560969e‐01]
[‐2.28181124e‐02 1.10911772e‐04 ‐6.61431345e‐03 4.63626218e‐03 5.08266165e‐04]
[ 1.16806707e+00 ‐6.61431345e‐03 5.44889272e‐01 ‐3.82637813e‐01 ‐3.55352772e‐02]
[‐4.75589400e+00 4.63626218e‐03 ‐3.82637813e‐01 1.17990985e+00 9.43879852e‐02]
[‐4.88560969e‐01 5.08266165e‐04 ‐3.55352772e‐02 9.43879852e‐02 1.04032808e‐02]]

1( )TX X 

Adv. App. of AI and DT 14
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معادله نرمال -رگرسيون چند متغيره
1( )T TX X X y 

[[‐4.21468217e‐01 ‐3.50080537e+00 1.11555059e+00 3.32820698e+00 ‐2.14111370e‐01 6.92627391e‐01]
[‐5.04560327e‐03 2.64722510e‐03 ‐1.12667765e‐03 ‐3.66321222e‐03 7.94854176e‐03 ‐7.60273724e‐04]
[ 5.19136591e‐01 ‐3.20538615e‐01 ‐4.32347418e‐02 3.23983133e‐02 ‐3.69648226e‐01 1.81886679e‐01]
[‐2.66244322e‐01 8.88026388e‐01 ‐1.14557031e‐03 ‐5.48282774e‐01 ‐1.28913313e‐01 5.65595910e‐02]
[ 3.23746747e‐03 8.17108909e‐02 ‐1.63243765e‐02 ‐4.74211521e‐02 1.14904274e‐02 ‐3.26932572e‐02]]

C = np.dot(inverse_A, X_transpose)

print(C)

1( )T TC X X X

1( )T TX X X y Cy  
y_transpose
=np.array([46,23.2,31.5,17.8,54,60])
y=y_transpose.T
Tetha = np.dot(C,y)
print(Tetha)

T [23.77133468 0.11222718 6.61077944 ‐5.00828888 ‐0.65481055]

Adv. App. of AI and DT 15

معادله نرمال -رگرسيون چند متغيره

( ) Th x x 

T [23.77133468 0.11222718 6.61077944 ‐5.00828888 ‐0.65481055]

Hypothesis:

اراي  سه قيمت يك منزل دوطبقه  ده ساله با مساحت دويست متر و د: مثال
1اتاق خواب  چقدر است؟  

200
3
2

10

x

 
 
 
 
 
 
  

x =np.array([[1],[200],[3],[2],[10]])  # can be writen as below
# x =np.array([1,200,3,2,10])  # just in one dimension 
hx = np.dot(Tetha,x)
print("h(x):",hx)

( ) 49.48h x 

Adv. App. of AI and DT 16
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Price
(y)

Size (x)

رگرسيون غيرخطي

Adv. App. of AI and DT 17

در رگرسيون غيرخطي از توابع غيرخطي بايستي استفاده نمود
مودتوان استفاده ن اي براي رگرسيون غير خطي مي  تابع چندجمله براي مثال از

اده نمود؟توان استف آيا از رگرسيون چند متغيره براي رگرسيون غير خطي مي

( ) ?y f x 

2 3( ) ...y f x a bx cx dx     

Polynomial regression

Price
(y)

Size (x)

)اي هتابع چند جمل(رگرسيون غيرخطي 

Price 
(Milliard Toman)

  

Cubic of Size (m2)

  

Square of Size (m2)

  

Size (m2) 

  
  

469,314,020.844268.2210.41
23.22,839,159.320,050.6141.61
31.53,609,741.323,531.6153.41
17.8618,470.27,259.085.21
54
60
…

27000000
24,137,569

…

90000
83,521

…

300
289
…

1
1
…

2 3
0 1 2 31x x x x x x x y   

ره است رگرسيون غير خطي مشابه رگرسيون چند متغي

18Adv. App. of AI and DT
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Choice of features

Price
(y)

Size (x)

رگرسيون غيرخطي

Adv. App. of AI and DT 19

Polynomial regression

يرگرسيون چند متغيره با تابع چند جمله ا
 nمرتبه  بسط تواني

نيز در نظر گرفته مي شود 3معمولا حاصلضرب  متغيرها با مجموع توان 
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧൅. . . ௡

3𝑥مرتبه  ضرايب يك بسط تواني  ൅ 𝑦 ൅ 𝑧൅. . . ଷ

𝑥,   𝑦, 𝑥2,   𝑦2,   x𝑦 2تابع جند جمله اي مرتبه 
علاوه بر جملات مرتبه دو معمولا جملات 

مرتبه يك در نظر گرفته مي شوند 

3دو متغيره شامل توانهاي مساوي يا كمتر از  3تابع جند جمله اي مرتبه 

𝑥,   𝑦, 𝑥2,   𝑦2,   x𝑦,  𝑥3,   𝑦3,   𝑥2𝑦,  𝑥𝑦2

Adv. App. of AI and DT 20
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محاسبات زياد تعداد ضرايب در رگرسيون
nجمله به توان  kشامل  تعداد ضرايب يك بسط تواني

𝑛 ൅ 𝑘 െ 1
𝑘 െ 1

ൌ
𝑛 ൅ 𝑘 െ 1 !
ሺ𝑘 െ 1ሻ! 𝑛 !

𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧൅. . . ௡

n=22براي حالت كودراتيك  ൅ 𝑘 െ 1
𝑘 െ 1

ൌ ௞ାଵ !

௞ିଵ ! ଶ !
= 𝑘 𝑘 ൅ 1 /2

n=2متغير در حالت كودراتيك  5مساله قبلي با  براي
5 ∗ 6/2=15

n=2متغير در حالت كودراتيك  1000مساله قبلي با  براي

1000 ∗ 1001/2=50500
تعداد پارامترهايي كه بايد حساب شود به سرعت زياد مي شود

Adv. App. of AI and DT 21

Intuition: If 1D

Solve for 

(for every   )

رگرسيون غيرخطي

Adv. App. of AI and DT 22
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Gradient Descent

معادله نرمال -رگرسيون غيرخطي

معادله نرمال

0

n
T

n nh X x   



training examples,       features.

Gradient Descent

• Need to choose    . 
• Needs many iterations.

• Works well even when     
is large.

Normal Equation

• No need to choose    .
• Don’t need to iterate.

• Need to compute

• Slow if      is very large. Adv. App. of AI and DT 23

What if           is non-invertible?

• Redundant features (linearly dependent).

E.g.            size in m2

size in feet2

• Too many features (e.g.             ).

- Delete some features, or use regularization.

دترمينان صفر و عدم وجود معكوس ماتريس

Adv. App. of AI and DT 24
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Rank of matrix

معادله نرمال -رگرسيون چند متغيره

.مستقل از هم هستند  رتبه ماتريس برابر با كمترين مقدار بين بيشترين تعداد ستون ها يا سطرهايي كه

1 210.4 5 1 45 2104
1 141.6 3 2 40 1416
1 153.4 3 2 30 1534
1 85.2 2 1 36 852
1 300 4 1 38 3000
1 280 5 3 20 2800

X

 
 
 
 

  
 
 
 
 

1 210.4 5 1 45
1 141.6 3 2 40
1 153.4 3 2 30
1 85.2 2 1 36
1 300 4 1 38
1 280 5 3 20

X

 
 
 
 

  
 
 
 
 

rank_X = np.linalg.matrix_rank(X)
print("Ranx X=", rank_X )

Ranx x= 5 Ranx x= 5

Adv. App. of AI and DT 25

is inverse of matrix             

معادله نرمال -رگرسيون چند متغيره

شبه معكوس  اگر ماتريس داراي دترمينان صفر باشد يا غير مربعي باشد به جاي معكوس از
)pseudo inverse ( تفاده براي اينكار از دستور زير در برنامه اس. استفاده مي شود

.كنيد
import numpy as np
# Assuming a is your rectangular matrix
a = np.array([[...], [...]])  # your matrix
# Compute the pseudo‐inverse of a
pseudo_inverse = np.linalg.pinv(a)

2 3
4 6

X
 

  
 

det( ) 0X 
0.0615 0.0308
0.

(
0

)
923 0.0462

Pseudo Inverse X
 

  
 

Adv. App. of AI and DT 26
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معادله نرمال -رگرسيون چند متغيره
ر از تعداد در بسياري از كاربردهاي عملي، مانند پردازش داده ها، معمولاً تعداد معادلات بيشتر يا كمت

ي كردن خطا در اين شرايط، شبه معكوس يك روش براي يافتن بهترين جواب با حداقل. متغيرها است
. استكمترين مربعات

عمولي جواب هايي كه از طريق شبه معكوس به دست مي آيند، دقيقاً مانند حل معادلات با معكوس م
در . رآورده كندنيستند؛ زيرا شبه معكوس كمترين خطا را پيدا مي كند اما نمي تواند شرايط دقيق را ب

.دمواردي كه داده ها نويزي يا داراي خطا هستند، اين روش اغلب جواب قابل اعتمادي فراهم مي كن

 حل معادله  دترمينان صفر باشد، استفاده از شبه معكوس تنها راهداراي در مواردي كه ماتريس اصلي
.ارائه مي دهد خطا يك جواب تقريبي بهينه از نظر كمترين مربعات كه خواهد بود

جواب هاي متعددي ممكن است وجود در شرايطي كه تعداد معادلات كمتر از تعداد متغيرها باشد
.ستداشته باشد، و شبه معكوس يك جواب خاص از بين جواب هاي ممكن ارائه مي دهد كه بهينه ا

Adv. App. of AI and DT 27

 (Overfitting)بيش برازش  

Adv. App. of AI and DT 28?
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هاي جلوگيري از  بيش برازش داده ها روش

 (Overfitting)بيش برازش  

تقسيم داده ها به مجموعه هاي آموزشي، ارزيابي و تست
.  يمداشته باش  generalization)(هتري ب عمومي ها جواب دادهاين كار به مدل كمك مي كند تا روي مجموعه 

درصد داده ها براي آموزش مدل  70حدود : (Training Set)هاي آموزشي داده
رين مدل و انتخاب بهت مثل نرخ يادگيري براي تنظيم هايپرپارامترهاها  داده 15حدود : (Validation Set)ارزيابي  هاي داده
.و سنجش عملكرد آن در دنياي واقعيبراي ارزيابي نهايي مدل ها  داده 15حدود : (Test Set) تستهاي  داده

 Regularization)(استفاده از روش هاي منظم سازي . 2
لوگيري به مدل كمك مي كنند تا از يادگيري بيش از حد جزئيات و نوسانات نويز ج ي منظم سازي ريج و لسو ا روش ها•

.با افزودن جريمه اي به تابع هزينه كه بزرگي وزن ها را كاهش مي دهد، مدل ساده تر مي شود. كنند

)(Feature Selectionكاهش تعداد ويژگي ها . 3
اي با استفاده از روش هاي كاهش ويژگي ها، مدل با ويژگي ه. در داده هاي حجيم، معمولاً تعداد زديادي ويژگي وجود دار•

.  شودمي غيرضروري دچار بيش برازش ن

روشهاي ديگري نيز وجود دارد كه در صورت نياز مي توانيد در باره آنها تحقيق نماييد•
Adv. App. of AI and DT 29

Adv. App. of AI and DT 30

نمونه رگرسيون مرتبه دو
import numpy as np
import pandas as pd
import matplotlib.pyplot as plt
from sklearn.preprocessing import PolynomialFeatures
from sklearn.linear_model import LinearRegression
from sklearn.metrics import root_mean_squared_error, r2_score
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

# Load the data
file_path = '3D_data.xlsx'
data = pd.read_excel(file_path)

# Extract X, Y, Z columns
X_data = data[['X', 'Y']]
Z_data = data['Z']

# Create polynomial features of degree 2
poly = PolynomialFeatures(degree=2)
X_poly = poly.fit_transform(X_data)

# Fit a linear regression model on the polynomial features
model = LinearRegression()
model.fit(X_poly, Z_data)

# Predict Z values using the model
Z_pred = model.predict(X_poly)

# Get coefficients for the polynomial equation
intercept = model.intercept_
coefficients = model.coef_

روش معادله نرمال
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نمونه رگرسيون مرتبه دو
# Format the polynomial equation as a string
equation = (f"Z = {intercept:.2f} "

f"+ ({coefficients[1]:.2f})*X "
f"+ ({coefficients[2]:.2f})*Y "
f"+ ({coefficients[3]:.2f})*X^2 "
f"+ ({coefficients[4]:.2f})*X*Y "
f"+ ({coefficients[5]:.2f})*Y^2")

# Create a mesh grid for X and Y for a smooth surface plot
x_range = np.linspace(X_data['X'].min(), X_data['X'].max(), 100)
y_range = np.linspace(X_data['Y'].min(), X_data['Y'].max(), 100)
x_mesh, y_mesh = np.meshgrid(x_range, y_range)

# Transform mesh grid data for prediction
X_mesh_poly = poly.transform(np.c_[x_mesh.ravel(), 
y_mesh.ravel()])
z_mesh_pred = model.predict(X_mesh_poly).reshape(x_mesh.shape)

Adv. App. of AI and DT 32

نمونه رگرسيون مرتبه دو
# Plotting the 3D scatter and regression surface
fig = plt.figure(figsize=(12, 8))
ax = fig.add_subplot(111, projection='3d')
# Plot the original data points
ax.scatter(X_data['X'], X_data['Y'], Z_data, color='blue', 
label="Original Data", alpha=0.5)
# Plot the regression surface
ax.plot_surface(x_mesh, y_mesh, z_mesh_pred, color='orange', 
alpha=0.6, rstride=100, cstride=100)
# Add the polynomial equation to the plot
ax.text2D(0.05, 0.95, equation, transform=ax.transAxes, 
fontsize=10, verticalalignment='top', 
bbox=dict(boxstyle="round,pad=0.3", edgecolor="black", 
facecolor="white"))
# Labels and title
ax.set_title("3D Polynomial Regression Surface")
ax.set_xlabel("X‐axis")
ax.set_ylabel("Y‐axis")
ax.set_zlabel("Z‐axis")
plt.legend()
plt.show()
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نمونه رگرسيون مرتبه دو

Adv. App. of AI and DT 34

نزول گراديان -نمونه رگرسيون مرتبه دو 
import numpy as np
import pandas as pd
import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

# Load the data
file_path = '3D_data.xlsx'
data = pd.read_excel(file_path)

# Extract X, Y, Z columns
X_data = data[['X', 'Y']].values
Z_data = data['Z'].values

# Generate polynomial features of degree 2 manually
X_poly = np.c_[np.ones(X_data.shape[0]), X_data[:, 0], 
X_data[:, 1], X_data[:, 0]**2, X_data[:, 0]*X_data[:, 1], 
X_data[:, 1]**2]

# Initialize parameters for gradient descent
theta = np.random.randn(X_poly.shape[1])
learning_rate = 0.01
num_iterations = 10000

# Define the cost function
def compute_cost(X, y, theta):

m = len(y)
predictions = X @ theta
cost = (1 / (2 * m)) * np.sum((predictions ‐ y) ** 2)
return cost
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نزول گراديان -نمونه رگرسيون مرتبه دو 
# Define the gradient descent function
def gradient_descent(X, y, theta, learning_rate, 
num_iterations):

m = len(y)
cost_history = []

for i in range(num_iterations):
# Calculate predictions
predictions = X @ theta

# Calculate the gradients
gradients = (1 / m) * X.T @ (predictions ‐ y)

# Update the parameters
theta ‐= learning_rate * gradients

# Store the cost for this iteration
cost = compute_cost(X, y, theta)
cost_history.append(cost)

# Optional: print cost every 1000 iterations for 
monitoring

if i % 1000 == 0:
print(f"Iteration {i}: Cost = {cost}")

return theta, cost_history

Adv. App. of AI and DT 36

نزول گراديان -نمونه رگرسيون مرتبه دو 
# Run gradient descent
theta, cost_history = gradient_descent(X_poly, Z_data, 
theta, learning_rate, num_iterations)

# Display final parameters
intercept = theta[0]
equation = (f"Z = {intercept:.2f} "

f"+ ({theta[1]:.2f})*X "
f"+ ({theta[2]:.2f})*Y "
f"+ ({theta[3]:.2f})*X^2 "
f"+ ({theta[4]:.2f})*X*Y "
f"+ ({theta[5]:.2f})*Y^2")

print("Equation:", equation)
# Plotting the 3D scatter and regression surface
fig = plt.figure(figsize=(12, 8))
ax = fig.add_subplot(111, projection='3d')
# Original data points
ax.scatter(X_data[:, 0], X_data[:, 1], Z_data, color='blue', 
label="Original Data", alpha=0.5)
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نزول گراديان -نمونه رگرسيون مرتبه دو 
# Create mesh grid for X and Y for the regression surface
x_range = np.linspace(X_data[:, 0].min(), X_data[:, 0].max(), 100)
y_range = np.linspace(X_data[:, 1].min(), X_data[:, 1].max(), 100)
x_mesh, y_mesh = np.meshgrid(x_range, y_range)
X_mesh_poly = np.c_[np.ones(x_mesh.ravel().shape[0]), x_mesh.ravel(), 
y_mesh.ravel(), x_mesh.ravel()**2, x_mesh.ravel()*y_mesh.ravel(), 
y_mesh.ravel()**2]

# Predict Z values for the grid
z_mesh_pred = X_mesh_poly @ theta
z_mesh_pred = z_mesh_pred.reshape(x_mesh.shape)

# Plot the regression surface
ax.plot_surface(x_mesh, y_mesh, z_mesh_pred, color='orange', 
alpha=0.6, rstride=100, cstride=100)

# Add the polynomial equation to the plot
ax.text2D(0.05, 0.95, equation, transform=ax.transAxes, fontsize=10, 
verticalalignment='top', bbox=dict(boxstyle="round,pad=0.3", 
edgecolor="black", facecolor="white"))

# Labels and title
ax.set_title("3D Polynomial Regression Surface using Gradient 
Descent")
ax.set_xlabel("X‐axis")
ax.set_ylabel("Y‐axis")
ax.set_zlabel("Z‐axis")
plt.legend()
plt.show()

Adv. App. of AI and DT 38

نزول گراديان -نمونه رگرسيون مرتبه دو 

learning_rate = 0.01
num_iterations = 10000
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نزول گراديان -نمونه رگرسيون مرتبه دو 

learning_rate = 0.1
num_iterations = 10000

ها هاي گم شده و نرمال سازي داده مديريت داده -ها پردازش داده -1
اي بي اهميتدر نظرگرفتن متغيرهاي مهم و حذف متغيره -انتخاب متغيرهاي مناسب  -2
...رگرسيون خطي، غيرخطي و  –انتخاب مدل مناسب  - 3
كم برازش و بيش برازش شدن -ارزيابي مدل – 4
ل درك باشدنتايج خروجي براي كاربر بايستي منطقي و قاب -تفسيرپذيري مدل -5

Adv. App. of AI and DT 40

نكات مهم رگرسيون
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ك فايل داده را يك برنامه به زبان پايتون بنويسيد كه ي: تمرين ششم 
.براي دو متغير حساب نمايد 2خوانده و رگرسيون درجه 

به روش معادله نرمال  -1
با استفاده از نزول در راستاي گراديان -2
مقايسه زمان دو روش حل فوق -3
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تمرين برنامه نويسي


