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يادآوري
تانسوريياد آوري و جبر 1.

.است اندازه داراي تنها كه كميتي :اسكالر
.باشند مي اسكالر دما و زمان طول، جرم، نظير هايي كميت  

.است جهتو  اندازهكميتي كه داراي : بردار
 هايي مانند جابجايي، سرعت، شتاب و نيرو داراي اندازه و جهت هستند كميت  

  1
=n A

A




كنيم،  آنتقسيم بر اندازه را اگر بردار  

بدست خواهد آمد يكواحد  با اندازه بردار 

A


A


n


. كند عدد و يك نقطه را بيان مي nاي يك به يك بين  بعدي، رابطه nبردار يك 
صي انتقال مشخقوانين با  تانسوريهاي  ميدان: نقطهعدد مكعب به يك  nعدد مربع به يك نقطه يا  nدادن اختصاص : توسعه

.  هاي برداري را ميدان تانسور مرتبه يك نامند ن هاي تانسور مرتبه صفر و ميدا ن هاي اسكالر را ميدا ميدان 
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آوريياد 
بردارهاخواص 

 A B B A  
  

( ) ( )A B C A B C A B C       
       

B D A 
 

-D A B 
 

=mA Am
 

( ))=(m nA mn A
 

,m n اسكالر

( ) = +m n A mA nA
  

( )m A B mA mB  
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تانسوريياد آوري و جبر 
: حاصلضرب داخلي

. . cos , 0A B A B     
  

اگر حاصلضرب داخلي دو بردار صفر باشد، دو بردار متعامد هستند
. .A B B A
  

.( ) . .A B C A B A C  
     

. . . 1, . . . 0i i j j k k i j i k j k     
           واحد در جهت محورهاي مختصات  هايبردار
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تانسوريياد آوري و جبر 
: حاصلضرب خارجي

sin , 0C A B A B n      
    

A B B A   
  

( )A B C A B A C     
     

0, , ,i i j j k k i j k j k i k i j           
             

1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 3

( ) ( ) ( )

i j k

C A B A A A A B A B i A B A B j A B A B k

B B B

        

 
    

1 2 3

1 1 1

1 2 3

.( )

A A A

A B C B B B

C C C
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تانسوريياد آوري و جبر 
نمايش انديسي

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,A A e A e A e B B e B e B e     
 

1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )      A A A A B B B B 
 

1 2 3ˆ ˆ ˆ, ,e e e بردارهاي واحد و عمود بر هم

1 2 3ˆ ˆ ˆ(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)        e e e  

, 1, 2,3 , 1, 2, 3         i pA i B p  ها يساندنمايش مختصر و كوتاه به كمك 

1 1( , ,..., )NX X X X


, 1, 2,...,iX i N    

بردار با ابعاد بالاتر
1 1 2 2 3ˆ ˆ ˆ... nX X e X e X e    
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تانسوريياد آوري و جبر 
تانسوري هاي  امانهس

k ijk j i
ij ij i j ijA e A B a 

.شوند يده ميهاي تانسوري نام انهماسكنند،  از قوانين انتقال مشخصي پيروي مي كه ييها كميت

 از قوانين زير پيروي مي كنند) پسونديا انديس (ها  ها يا بالانويس يرنويسز

.باشند يوناني يا لاتين كوچك حروف .1
.داستفاده نشون انديس بعنوانهيچگاه   zو  u،v ،w ،x ،yحروف انتهايي الفبا نظير . 2

سيستم استسامانه يا كننده مرتبه  مشخصها  انديستعداد 
i
jkA 3سامانه مرتبه 
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تانسوريياد آوري و جبر 
2,1N,...,هركدام از اعداد صحيحها ها يا زيرنويس بالانويس ،تكراري باشند ها غير اگر در يك عبارت، انديس

                1بعنوان مثال تابع كرونكر دلتا. تواند اختيار كند را مي

0                ij

i j

i j



  

11 21 31

12 22 32

13 23 33

1 0 0

0 1 0

0 0 1

      

      

      

  
  
  

  

  

  

, , 1, 2,3m n mne e m n  غيرتكراري انديس: انديس آزاد 

1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆꞏ 1, ꞏ 0, ꞏ 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆꞏ 0, ꞏ 1, ꞏ 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆꞏ 0, ꞏ 0, ꞏ 1

          

         

         

e e e e e e

e e e e e e

e e e e e e

  
  
  

شودار انديس در يك جمله دو بار تكريك : تكرارانديس 
Dr. Hasan Ghasemzadeh 12
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تانسوريياد آوري و جبر 

كند نميعوض شود سامانه تغيير  انديسدو  جاي: سامانه متقارن

Skew-Symmetric  پادمتقارن ومتقارن هاي  سامانه

 ها عوض شود سامانه قرينه مي شود انديس جاي دو: پادمتقارنسامانه 
ijk kjiT T

ijkl ljkiT T 

 ها قرارداد جمع بروي انديس

-  prs psr spr srp rsp rpsa a a a a a       

, , , 1,2,3prsa p r s  ها انديسروي تمام  پادمتقارنسامانه مرتبه سه : مثال

.  گيرد يجمع با توجه به محدوده مقادير روي انديس تكرار صورت معمل تكرار  انديسدر صورت وجود 

.  تكرار اجازه ندارد بيش از دو بار در يك جمله بكار رودانديس : توجه

, , 1,2k ki iy a x i k  
11 22 33, 1,2,3iiy x i y x x x     

1 11 1 12 2

2 21 1 22 2

y a x a x

y a x a x

 
 Dr. Hasan Ghasemzadeh 13

تانسوريياد آوري و جبر 
نقباضضرب و اجمع، 

است پذير اعمال جبري جمع و تفريق براي يك سيستم از يك نوع ومرتبه امكان
i i i
jk jk jkC A B 

آيد دوم بدست مي امانهساول با هر مولفه از  امانهسضرب هر مولفه از  امانهسحاصلضرب دو 
imnl i mnl
j jC A B 5مرتبه  امانهس

1 2
1 2 ...mnl jmnl mnl mnl Nmnl

j NC C C C C    

.  شود بالايي با پاييني برابر باشد و عمل جمع روي انديس انجام دهد كه انديس هنگامي رخ مي انقباضعمل 
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تانسوريياد آوري و جبر 
نماد جايگشتي

1 2 3جايگشت زوج
1 3 2جايگشت فرد 

3 1 2جايگشت زوج
3 2 1جايگشت فرد
2 3 1جايگشت زوج
2 1 3جايگشت فرد

شود  اده ميدر هنگام نمايش انديسي از آن استفاغلب نماد جايگشتي يا چرخشي 
1 . . . 123 . . .

1 . . . 123 . . .

0

ijkl
ijkl

if ijk l is an even permutation of the integers n

e e if ijk l is an odd permutation of the integers n

in all other cases


  



               

               

   

612453 ?e 
به  يعنيتقاطع هفت يكسان  عددهاياز اتصال 

تاسجابجايي لازم تعداد فرد 

باشند كه بيان مي

612453 1e  
Dr. Hasan Ghasemzadeh 15

تانسوريياد آوري و جبر 

... 1 2 ....ij k i j NkA e a a a دترمينان ماتريس

1 2ij i jA e a a

11 12 13

21 22 23 1 2 3 1 2 3

31 32 33

ijk i j k ijk i j k

a a a

A a a a e a a a e a a a

a a a
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تانسوريياد آوري و جبر 
, 1,2,3p pA B p  حاصلضرب خارجي 

, , , 1, 2, 3     i ijk j kC e A B i j k 

1 1 2 2 3 3ˆ ˆ ˆC A B C e C e C e    
  

1 1 2 2 33i ij j ij j ij jC e A B e A B e A B  

11 1 1 21 2 1 31 3 1

12 1 2 22 2 2 32 3 2

13 1 3 23 2 3 33 3 3

i i i i

i i i

i i i

C e A B e A B e A B

e A B e A B e A B

e A B e A B e A B

  

  
  

ˆijk j k iC A B e A B e  
  

1 2 3 3 2

2 3 1 1 3

3 1 2 2 1

C A B A B

C A B A B

C A B A B
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تانسوريياد آوري و جبر 
ها حساب مشتق

1 2

1 2

j N

i j i i i N i

x x x x

x x x x x x x x x

            
    

        


1 2( , ,..., )nx x x  ستند  از         ه تابعيكه خود             هاي متغيريك تابع اسكالر از

مشتق زنجيري

ix ix1,...,i N

2 2 j j

i m j i m m j i

x x

x x x x x x x x

                   

2

,ij j kx x

 

 

كاما دار زيرنويس : مشتق 
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تانسوريياد آوري و جبر 
كارتزين دستگاه در برداري هاي اتحاد

گراديان
)بشي(

, . , 1,2,3j jj
e grad j

x

  
  



كاما دار زيرنويس : مشتق 

1 2 3ˆ ˆ ˆgrad e e e
x y z

      
    

   ,i ie   

كميت برداري است  اي نردهكميت  گردايانبراي مثال  دهد ميافزايش مرتبه يك مرتبه را  تانسورهر  گراديان

Dr. Hasan Ghasemzadeh 19

تانسوريياد آوري و جبر 
كارتزين دستگاه در برداري هاي اتحاد

گراديان
)بشي(

, . , 1,2,3j jj
e grad j

x

  
  



1 2 3grad e e e
x y z

      
    

  
  

, ˆi ie  

نرخ تغييرات فضايي ميدان بيشينهعمود است                       است و همواره بر سطح cte 
Dr. Hasan Ghasemzadeh 20
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تانسوريياد آوري و جبر 
كارتزين دستگاه در برداري هاي اتحاد

31 2.
AA A

A divA
x y z

 
    

  

   ديورژانس
)واگرايي(

31 2
, 1 2 3

i
i i

i

A AA A
A

x x x x

  
   
   

,. i iA divA A  
 

است  اي نردهكميت برداري كميت  گردايانبراي مثال  دهد ميكاهش مرتبه يك مرتبه را  تانسورهر  ديورژانس

.يك حجم بسيار كوچك مي باشد) يا ورودي به(ديورژانس نشان دهنده چگالي حجمي شار خروجي از 

Dr. Hasan Ghasemzadeh 21

تانسوريياد آوري و جبر 
 ديورژانس

.,)واگرايي( i iA divA A  
 

 هك محلي در فواره يك آب قطرات سرعت برداري ميدان
 ديزيا شدگي پخش و واگرايي مي زند بيرون آن از آب
.دارد مثبت زياد مقدار ديورژانس  پس دارد

 انالك يك در كه آبي سرعت برداري ميدان حاليكه در 
 گيشد پخش و واگرايي هيچ مي كند حركت مستقيم
است صفر آن ديورژانس بنابراين ندارد،

Quantity of a vector field's source at each pointDr. Hasan Ghasemzadeh 22



K. N. Toosi University of Technology 10/11/2019

Engineering Mathematics 12

تانسوريياد آوري و جبر 
Bكرل curlA A 

 

,. , , , 1,2,3i i ijk k jB e curl A e A i j k  


12 2,1 13 3,1 21 1,2 23 3,2 31 1,3 32 2,3 i i i i i i iB e A e A e A e A e A e A     
3 2

1 3,2 2,3 2 3
1,

A A
i B A A

x x

 
    

 

31
2 1,3 3,1 3 1

2,
AA

i B A A
x x


    

 
2 1

3 2,1 1,2 1 2
3,

A A
i B A A

x x
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تانسوريياد آوري و جبر 
Bكرل curlA A 

 

,. , , , 1,2,3i i ijk k jB e curl A e A i j k  


Infinitesimal rotation of a vector field in three-dimensional Euclidean space
Dr. Hasan Ghasemzadeh 24
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تانسوريياد آوري و جبر 
)تركيبي عمگرهاي . )B A



,{( . ) }. , , 1,2,3p p q qB A e A B p q  
 

( . )B 


, 1 ,1 2 ,2 3 ,3

1 2 3
1 2 3

( . ) i iB B B B B

B B B
x x x

    

  

    

  
  

  



( ).B A


,( ). ijk j i kB A e B  
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تانسوريياد آوري و جبر 
.اثبات كنيد كارتزينخاصيت زير را در دستگاه مختصات . مثال

( ) ( ) ( ) ( ) curl fA fA f A f A     
   

,

, ,

, ,

( )

[ ] 

 

i ijk k j

ijk k j j k

ijk k j ijk j k

B e f A

e f A f A

f e A e f A



 

 

( ) B curl fA


( ) ( ) ( ) B curl fA f A f A     
  

Dr. Hasan Ghasemzadeh 26



K. N. Toosi University of Technology 10/11/2019

Engineering Mathematics 14

تانسوريياد آوري و جبر 
گيري ديورژانس  تئوري انتگرال

,

ˆ. .

1,2,3

V S

i i i iV S

Fdv F nds

F dv F n ds i

 

 

 
 

 

,

( ). .

, , 1,2,3

S C

i
ijk k j i iS C

F nds F dr

e F n ds F dx i j k

 

 

 
 

  


قضيه گرين در سطح 
2 1

1 2

3 , , , 1,2

C S

i
i jk k jC S

F F
F dx F dy dxdy

x y

F dx e F dS i j k

  
     

 

 

 






استوكسقضيه 
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تانسوريياد آوري و جبر 
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