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انتگرال عددي
ربوطه تواند براي انتگرال ها با استفاده از جملات سري م مي روش عددي

.بدست آيد ضريب وزنهآن در يك  ضرب نمودنو 

س روش حل عددي يك انتگرال تبديل آن در ابتدا به سري و سپ    
محاسبه مجموعه تا حد مورد نياز است 

 1-غالبا دامنه انتگرالهاي عددي در روش اجزاء محدود در فاصله از        
.باشد مي 1+تا 
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.  شوند در فضاي يك بعدي نقاط نمونه                                در نظر مي
ردر نظر گرفته مي شود كه  و تقريبا براب nتابع تقريب            يك چند جمله اي از درجه 

در هر نقطه مبنا           است،                

توان از معادلات را مي ضرايب مجهول
:زير بدست آورد 
.)تعداد معادلات و مجهولات برابرند(

:بصورت زير است مقدار انتگرال

ند، در صورتيكه مقادير مجهول بدست آمده       تا       در رابطه فوق قرار گير   
Dr. Hasan Ghasemzadeh.انتگرال عددي محاسبه شده است 4
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ا       ت      تعداد ضرايب مجهولتعداد جملات سري به گونه اي انتخاب مي گردد كه 
معلوم است باشد، تا بتوان معادلات را        كه در آنها تابع تعداد نقاط مبنابرابر 

. حل نمود
رفته بكار گ قانون تقريب ذوزنقه ايبراي مثال در شكل زير در اين حالت ساده 

:است  شده است، بطوريكه                 

ضرايب وزنه و مقادير در نقاط مبنا در تقريب ذوزنقه اي
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ر نظر گرفته براساس اين تقريب بين دو نقطه مبنا تغييرات تابع خطي د
.باشند مي   دقيقا برابر مقادير تابع     مقدار تابع در نقاط مبناشده و 

.است n = 1رابطه فوق رابطه عمومي ارائه شده در شرايط     
اين روش با خطاي  nدر مورد چند جمله اي تا درجه . عددي فرد باشد nدر صورتيكه     

زوج باشد، براي چند جمله  nدر صورتيكه . نمايد بسيار كم جواب انتگرال را حاصل مي
.جواب نسبتا دقيق حاصل خواهد شد n + 1اي تا درجه 

وش در نظر گرفته شوند، اين ر فواصل نقاط مبنا مساويدر صورتيكه    
.  شود ناميده مي ] Cotes-Newton[كوتس -نيوتن

.مجهول دارد nمعادله  nاين روش نياز به حل     
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انتگرال عددي بروش گاوس
  Gaussion – quadrature

است pه درجه آن چند جمله تقريب از در اين روش تابع 

:شود ه ميپاسخ انتگرال در قالب سري عددي با ضرايب وزنه بشكل زير نوشت

به در حاليكه بصورت تحليلي، رابطه ارائه شده          بصورت زير محاس
:شود مي
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:توان نتيجه گرفت با مقايسه ضرايب دوسري معادلات مي

معادله براي بدست آوردن مقادير p + 1به اين ترتيب     
ي برابر از طرفي مسلم است تعداد معادلات بايست. باشند حاصل شده اند كه مجهولات  مي  

:يعني. با تعداد مجهولات باشند

.  يك عدد فرد خواهد بود p توان گفت هميشه يك عدد صحيح است مي nاز آنجائيكه    
:يعني براي مثال
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K.N. Toosi University of Technology 3/23/2020

Numerical Methods in Geomechanics 5

  n + 1، تعداد  Pاز درجه         در اين روش با در اختيار گذاشتن تابع  
كه  در چنين حالتي كليه مجهولات. باشند مورد نياز مي    مقدار مبنا از تابع     

اصل باشند ح شامل اطلاعات مربوط به موقعيت نقاط مبنا وضرايب وزنه مي
.خواهد گرديد
:توان نوشت مي. باشد n = 0درصورتيكه 

ا در بهترين جواب ر) يك نقطه مبنا (يك مقدار مسلماً با در نظر گرفتن 
ت در اين صور. قرار گيرد بدست آوردوسط محيط حالتي كه نقطه در 

 در اين. شود محاسبه مي انتگرال چند جمله اي درجه اول مطابق شكل
.حالت                              است
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:توان نوشت مي. باشد n = 1درصورتيكه 

توان  با حل سري معادله غير خطي حاصل مي
:جوابهاي زير را بدست آورد

به اين ترتيب انتگرال 
به كمك چند جمله اي 

مطابق شكل  3درجه 
.حاصل شده است
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معادله در عمليات محاسبه                ششباشد،  n = 2در صورتيكه 
:باشند جوابها در اين حالت بصورت زير مي. حاصل خواهد شد
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  :،  و هشت معادله حاصل و نتيجه بشكل زير استp=7، درجه    n=3براي  
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:كنيد مقدار انتگرال زير را با انتخاب يك و دو نقطه مبنا پيدا:  مثال 

:باشد n = 0در صورتيكه 

:باشد n = 1درصورتيكه 

:دقيق انتگرال فوق بصورت زير استمقدار 

Dr. Hasan Ghasemzadeh 13

:كنيد مقدار انتگرال زير را با انتخاب يك و دو نقطه مبنا پيدا:  مثال 

:باشد n = 2در صورتيكه 

:باشد n = 3درصورتيكه 

:مقدار دقيق انتگرال فوق بصورت زير است
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انتگرال عددي در حالت دو و سه بعدي
در حالت دو بعدي مسأله منجر به محاسبه يك

:يعني. انتگرال با تابع دو متغيره خواهد شد 
وان روش ت درصورتيكه دامنه انتگرال يك مستطيل باشد، به سادگي مي    

و حل را به حالت مسأله يك بعدي در دو جهت متعامد تعميم داده و در د
 بنابراين در حالت. بطور مستقل مسأله در پيش برد   جهت     
:توان نوشت عمومي مي

ر جهت    با منظور نمودن تغييرات مسأله در جهت     و ثابت ماندن  تغييرات د
:توان نوشت مي

Dr. Hasan Ghasemzadeh 16
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نشان داده شوند، موقعيت دقيق           بدين ترتيب اگر موقعيت نقاط مبنا به صورت
ر گرفته در صورتيكه چند جمله اي بكا. گردند آنها براساس روش انتخاب شده مشخص مي

توان انتگرالها را با جملات  باشند، مي 1P, 2Pشده در دو بعد به ترتيب از درجات 
.هستند، مورد محاسبه قرار داد    ، در صورتيكه            كلي        

دست با كاربرد روش گوس براي اجزاء دو بعدي بصورت شكل نتايج نشان داده شده ب
.آيند مي

Dr. Hasan Ghasemzadeh 17

:جزء مثلث
در حالت دو بعدي 

جهت محاسبه 
انتگرالها برروي 

سطح جزء مثلث از 
جدول زير مي توان 

. استفاده كرد

مختصات و ضرايب  
براي انتگرال 

عددي مثلث در 
تعداد مختلف

نقاط مبنا 

:جزء مثلث با يك نقطه گاوس

:جزء مثلث با سه نقطه گاوس

:جزء مثلث با چهار نقطه گاوس

:جزء مثلث با هفت نقطه گاوس
Dr. Hasan Ghasemzadeh 18
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:اجزاء سه بعدي
هرم جهت محاسبه انتگرالها برروي محيط حالت سه بعدي در 

زير  حاصل                   در فضاي سه بعدي بصورتچهاروجهي 
:گردد مي

.

Dr. Hasan Ghasemzadeh 19

)هرم چهارپهلو(انتگرال عددي چهار وجهي مختصات و ضرايب
در تعداد مختلف نقاط مبنا 

:جزء هرم چهاروجهي با يك نقطه گاوس

:جزء هرم چهاروجهي با چهار نقطه گاوس

:جزء هرم چهاروجهي با پنج نقطه گاوس

Dr. Hasan Ghasemzadeh 20
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انتگرال گيري عددي
 The mapping approach requires us to be able to 

evaluate the integrations within the domain (-
1…1) of the functions shown. 

 Integration can be done analytically by using 
closed-form formulas from a table of integrals 
(Nah..)
• Or numerical integration can be performed

 Gauss quadrature is the more common form of 
numerical integration - better suited for 
numerical analysis and finite element method. 

 It evaluated the integral of a function as a sum of 
a finite number of terms

Dr. Hasan Ghasemzadeh 22
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انتگرال گيري عددي
 Wi is the ‘weight’ and i is the value of f(=i)

Dr. Hasan Ghasemzadeh 23

به روش گاوس كوادريچر -عدديانتگرال گيري 
 If  is a polynomial function, then n-point Gauss 

quadrature yields the exact integral if  is of degree 2n-
1 or less. 
• The form =c1+c2 is integrated exactly by the one 

point rule
• The form =c1+c2c2 is integrated exactly by the 

two point rule
• And so on…
• Use of an excessive number of points (more than 

that required) still yields the exact result
 If  is not a polynomial, Gauss quadrature yields an 

approximate result. 
• Accuracy improves as more Gauss points are used.
• Convergence toward the exact result may not be 

monotonic
Dr. Hasan Ghasemzadeh 24
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يدوبعد -كوادريچربه روش گاوس  -انتگرال گيري عددي
 In two dimensions, integration is over a 

quadrilateral and a Gauss rule of order n uses n2

points

 Where, WiWj is the product of one-dimensional 
weights. Usually m=n.
• If m = n = 1,  is evaluated at  and =0 and 

I=41

• For Gauss rule of order 2 - need 22=4 points
• For Gauss rule of order 3 - need 32=9 points

Dr. Hasan Ghasemzadeh 25

يدوبعد -به روش گاوس كوادريچر -انتگرال گيري عددي

Dr. Hasan Ghasemzadeh 26
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عدديگيري انتگرال تعداد نقاط مبنا در 
 All the isoparametric solid elements are integrated numerically. 

Two schemes are offered: “full” integration and “reduced” 
integration. 
• For the second-order elements Gauss integration is always used 

because it is efficient and it is especially suited to the 
polynomial product interpolations used in these elements. 

• For the first-order elements the single-point reduced-
integration scheme is based on the “uniform strain 
formulation”: the strains are not obtained at the first-order 
Gauss point but are obtained as the (analytically calculated) 
average strain over the element volume. 

• The uniform strain method, first published by Flanagan and 
Belytschko (1981), ensures that the first-order reduced-
integration elements pass the patch test and attain the 
accuracy when elements are skewed. 

• Alternatively, the “centroidal strain formulation,” which uses 1-
point Gauss integration to obtain the strains at the element 
center, is also available for the 8-node brick elements in 
ABAQUS/Explicit for improved computational efficiency. 

Dr. Hasan Ghasemzadeh 27

انتگرال گيري عدديتعداد نقاط مبنا در
The differences between the uniform strain formulation and 

the centroidal strain formulation can be shown as follows:

Dr. Hasan Ghasemzadeh 28
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انتگرال گيري عدديتعداد نقاط مبنا در 

Dr. Hasan Ghasemzadeh 29

انتگرال گيري عدديتعداد نقاط مبنا در 
 Numerical integration is simpler than 

analytical, but it is not exact. [k] is 
only approximately integrated 
regardless of the number of 
integration points 
• Should we use fewer integration points 

for quick computation 
• Or more integration points to improve 

the accuracy of calculations. 
• Hmm….

Dr. Hasan Ghasemzadeh 30
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ي انتگرال گيرنقاط مبنا دركاهش تعداد
عددي و لزوم كاهش آن

 A FE model is usually inexact, and usually it errs by being 
too stiff. Overstiffness is usually made worse by using more 
Gauss points to integrate element stiffness matrices 
because additional points capture more higher order terms 
in [k]

 These terms resist some deformation modes that lower 
order tems do not and therefore act to stiffen an element. 

 On the other hand, use of too few Gauss points produces an 
even worse situation known as: instability, spurious 
singular mode, mechanics, zero-energy, or hourglass mode. 
• Instability occurs if one of more deformation modes 

happen to display zero strain at all Gauss points. 
• If Gauss points sense no strain under a certain 

deformation mode, the resulting [k] will have no 
resistance to that deformation mode.

Dr. Hasan Ghasemzadeh 31

ي انتگرال گيركاهش تعداد نقاط مبنا در
عددي و لزوم كاهش آن

 Reduced integration usually means that an integration scheme one 
order less than the full scheme is used to integrate the element's 
internal forces and stiffness. 
• Superficially this appears to be a poor approximation, but it has 

proved to offer significant advantages. 
• For second-order elements in which the isoparametric

coordinate lines remain orthogonal in the physical space, the 
reduced-integration points have the Barlow point property 
(Barlow, 1976): the strains are calculated from the 
interpolation functions with higher accuracy at these points 
than anywhere else in the element. 

• For first-order elements the uniform strain method yields the 
exact average strain over the element volume. Not only is this 
important with respect to the values available for output, it is 
also significant when the constitutive model is nonlinear, since 
the strains passed into the constitutive routines are a better 
representation of the actual strains.Dr. Hasan Ghasemzadeh 32
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ي انتگرال گيركاهش تعداد نقاط مبنا در
عددي و لزوم كاهش آن

 رش اثر فشارناپذيري يا ب(كاهش نقاط مبنا از وابستگي هاي دروني جزء
.  مي كاهد)  كيرشف دربرش اجزاء خمشي

دگي و دراين گونه اجزاء، انتگرالگيري كاملتر موجب پيدايش پديده قفل ش
د نقاطسختي زيادي در جزء و نتايج دور از واقعيت گرديده كه با كاهش تعدا

. خواهند بود و حجم محاسبات كمترمبنا نتايج منطقي تر 
 اين حالات بصورت پيدايش مودهاي تغيير شكل ابن الوقت)hourglass modes(

. است كه نياز به كنترل خاص خواهد داشت

Dr. Hasan Ghasemzadeh 33

ي انتگرال گيركاهش تعداد نقاط مبنا در
عددي و لزوم كاهش آن

 The reduced-integration second-order serendipity interpolation 
elements in two dimensions—the 8-node quadrilaterals—have 
one such mode, but it is benign because it cannot propagate in a 
mesh with more than one element. 

 The second-order three-dimensional elements with reduced 
integration have modes that can propagate in a single stack of 
elements. Because these modes rarely cause trouble in the 
second-order elements, no special techniques are used in 
ABAQUS to control them.

 In contrast, when reduced integration is used in the first-order 
elements (the 4-node quadrilateral and the 8-node brick), 
hourglassing can often make the elements unusable unless it is 
controlled.

 In ABAQUS the artificial stiffness method given in Flanagan and 
Belytschko (1981) is used to control the hourglass modes in 
these elements.

Dr. Hasan Ghasemzadeh 34



K.N. Toosi University of Technology 3/23/2020

Numerical Methods in Geomechanics 18

ي انتگرال گيركاهش تعداد نقاط مبنا در
عددي و لزوم كاهش آن

The FE model will have no resistance to loads that activate these m
The stiffness matrix will be singular. Dr. Hasan Ghasemzadeh 35

ي انتگرال گيركاهش تعداد نقاط مبنا در
عددي و لزوم كاهش آن

 Hourglass mode for 8-node element with 
reduced integration to four points 

 This mode is typically non-communicable 
and will not occur in a set of elements. 

Dr. Hasan Ghasemzadeh 36
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ي انتگرال گيركاهش تعداد نقاط مبنا در
عددي و لزوم كاهش آن

 The hourglass control methods of Flanagan and Belytschko (1981) 
are generally successful for linear and mildly nonlinear problems 
but may break down in strongly nonlinear problems and, 
therefore, may not yield reasonable results. 

 Success in controlling hourglassing also depends on the loads 
applied to the structure. For example, a point load is much more 
likely to trigger hourglassing than a distributed load. 

 Hourglassing can be particularly troublesome in eigenvalue 
extraction problems: the low stiffness of the hourglass modes may 
create many unrealistic modes with low eigenfrequencies.

 Experience suggests that the reduced-integration, second-order 
isoparametric elements are the most cost-effective elements in 
ABAQUS for problems in which the solution can be expected to be 
smooth.

Dr. Hasan Ghasemzadeh 37


