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 زی ی روش المان 

روشهای دامنه
(Domain Methods)

اجزای محدود
Finite Element

تفاضل محدود
Finite Difference

.  روشهاي دامنه مسائل را به اجزاء و يا سلولهائي تقسيم ميكند

ه صورت معادلاتي كه در اين مسائل صدق ميكند را به صورتي تخمين ميزنند كه شرايط مرزي را ب
.جزئي و يا كامل ارضاء ميكند

روش اجزاي مرزي 
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.  اين روشها مرز مسائل را به اجزائي تقسيم ميكنند

بر دامنه  معادلاتي كه در اين روش براي تخمين استفاده ميشود به صورتيست كه معادلات حاكم
.نه مثل حالت قبل كه بر شرايط مرزي حاكم باشد. را ارضاء ميكند

.پيشرفت اين روشها نسبت به روشهاي دامنه كندتر بوده است

روشهای مرزی
(Boundary Methods)

اجزای مرزی
Boundary Element M.
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روش تفاضل 
محدود

روش اجزای 
محدود

روش اجزای 
مرزی

. ندرا به سختي مدل ميكهندسه پيچيده به سادگي انجام مي شود لذا مسائل با مستطيلي  بندي شبكه :  معايب
.مخصوصاً براي مسائل پيچيده. ميباشدزمان بر استفاده از اين روش بسيار 

:  مزايا
آن در اجراست كه ديگر روشها فاقد آن هستند سادگيجذاب ترين مشخصه اين روش، 

.، اين روش داراي مزاياي زيادي نسبت به ديگر روشهاستديناميك سيالاتدر 

مقايسه روشهای مختلف عددی
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روش تفاضل 
محدود

روش اجزای 
محدود

روش اجزای 
مرزی

: معايب 
زمان  داده ها وذخيره و مكان لازم براي زمان محاسبات به علت اينكه تمامي دامنه را بايستي مش بندي كند، 
لازم براي دسته بندي داده ها توسط كاربر زياد است

مزايا

روشي بسيار 

:  مزايا
) مخصوصاً نسبت به روش اجزاي مرزي(روش مناسبي است  غير خطيبراي حالات 

.را مدل ميكندشكلهاي پيچيده اين روش به سادگي مسائل به 
.ميان روشهاي ديگر عددي ميباشدقدرتمند و جا افتاده روشي بسيار 

مقايسه روشهای مختلف عددی
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المان بندي در يك بعد كمتر از روشهاي دامنه

زمان كمتر براي پردازش داده ها‐
تغييرات راحت در تغيير مش بندي‐
دارند مناسب براي مسايلي كه نياز به شبكه بندي مجدد‐

اجزای مرزی
Boundary Element M.

:مزاياي روش اجزاي مرزي

دقت زياد

تنشها دقيق هستند در داخل دامنه تقريب نداريم -
ودمناسب براي مسايلي كه تنش به سرعت عوض مي ش‐

Dr. Hasan Ghasemzadeh 6
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اجزای مرزی
Boundary Element M.

Dr. Hasan Ghasemzadeh 7

:مزاياي روش اجزاي مرزي

زمان و حافظه كمتر براي رايانه

براي ميزان دقت مشابه روش اجزاي مرزي تعداد نقاط و  -
المانهاي كمتري نسبت به روشهاي دامنه نياز دارد

حذف اطلاعاتي كه نياز نيستحذف اطلاعاتي كه نياز نيست

نقاط داخل دامنه اختياري هستند‐
بر روي قسمتي از دامنه مي توان تمركز نمود‐
كاهش بيشتر زمان اجرا در رايانه‐

: معايب 
مگر با به كاربردنغير همگن و غير خطي كاربرد كم در مسائل 

مسئلهحل بنيادي و يا تابع گرين بدست آوردن تمهيداتي 
در ميان دانشمندان و محققينكاربرد كمتر جوان بودن اين روش و 

اندازه مسئله داردنسبت مسقيم با توان دوي لازم براي ذخيره داده ها  مكانمحاسبات و  زمان

مزايا 

مناسب براي مناطق 

: مزايا 
و سازي، و تغيير مش بندي ذخيره محاسبات، مكان لازم براي  زمانها  مرزهاي دامنهبه دليل مش بندي در 

. زمان لازم براي كاربر به منظور مرتب سازي داده ها كاهش مي يابد
داريم ميباشدتمركز تنش داراي كاربرد زياد در قسمتهاي 

سطح به حجم كم مناسب براي مسائل با نسبت 
الاستيك خطيمناسب براي مناطق 

مقايسه روشهای مختلف عددی

روش تفاضل 
محدود

روش اجزای 
محدود

روش اجزای 
مرزی
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مقايسه روشهاي مختلف عددي

روش اجزاي مرزي

Dr. Hasan Ghasemzadeh 9

دامنه را به چندين  ميتوان در اين مسائل. مسائلي كه داراي دامنه نامحدود و يا بسيار بزرگ ميباشد
.  كنيم قسمت تقسيم كنيم و هر يك از اين قسمتها را توسط روشهاي اجزاي مرزي بررسي

يقتري در قسمتهائي كه تمركز تنش وجود دارد اين روش نسبت به روشهاي دامنه جواب دق
.دارد كه البته اين دقت به ميزان زيادي به تابع تخميني انتخابي بستگي. ميدهد

ئل ميتوان به روشهاي بسيار مناسبي براي برخي مسا“ مرزي”و “ دامنه”از تركيب اين دو روشهاي 
.مختلف دست يافت

Motivation
Laplace`s equation

with boundary conditions

Essential Dirichlet type

Natural Neumann type

)(in0)(2 ΩxΩxu 

)(in)()( 11 ΓxΓxuxu 

)(in)(
)(

)( 22 ΓxΓxq
n

xu
xq 






Method of Weighted Residuals

Green`s Theorem       
SVV

SgradVVgradgrad dvudvudvu

0)( 2 
Ω

dΩwu
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Classification of Approximate Methods

• Original statement

• Weak statement

• Inverse statement
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Original statement

Weak formulation

Inverse statement

Original Galerkin

Finite element

Galerkin techniques

Trefftz method

General weak weighted 

residual formulations

Boundary integral

Finite differences

Method of moments

General weighted residual

Basis functions

for u and w are the same

Basis functions

for u and w are different

Dr. Hasan Ghasemzadeh 12
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روش اجزای مرزی
(Boundary Element M.)

روش غير مستقيم
Indirect Method

روش مستقيم
Direct Method

Weighted(روابط باقي مانده وزني ”كي از تفاوتهاي شاخص در اين دو روش، در انتخاب ي Residual (
ديده ايم) روش اجزاي محدود (روش باقي مانده را پيش از اين در روشهاي دامنه . ميباشد

Dr. Hasan Ghasemzadeh 13

.روش مستقيم بر پايه اصل گرين بنا شده است 
  

قيم روشي مستروش مستقيم يك حالت كلي تر از روش غير مستقيم است به صورتيكه روش غير 
.ميباشدساده تر نسبت به روش مستقيم 

روش غير مستقيم
Indirect Method

.  ساده ترين روش اجزاي مرزي است

ه اين اين روش توسط راه حلهائي كه معادلات حاكم در دامنه را ارضاء ميكند، شروع ميگردد ك 
.معادلات حاكم در دامنه داراي تعدادي ضريب مجهول ميباشد

ه اين ضرايب مجهول توسط اعمال شرايط مرزي در تعدادي نقطه و يا قسمت مجهول، محاسب
.ميشوند

 ابيجو داراي عملي موارد بسياري در اما نيست، پخته و كامل روشي و دارد نقصهائي روش اين
بنيادي حل همان شده، استفاده حل راه زمانيكه مخصوصا .است كافي دقت با
)Fundamental Solution( باشد حاكم معادلات از.  

Dr. Hasan Ghasemzadeh 14
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روش اجزاي مرزي
(Boundary Element M.)

كجا از روش اجزاي مرزي استفاده كنيم؟

15

لاپلاس جايي كه حل اساسي  براي مساله وجود دارد نظير مسايل پتانسيل دوبعدي با معادله حاكم

الكترومغناطيسجريان سيال، پيچش ميله، پخش و توزيع حرارت، ميدانهاي -
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Laplacian operator

Potential function
Cartesian coordinate axisDr. Hasan Ghasemzadeh

روش اجزاي مرزي
(Boundary Element M.)
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Fundamental solution of the 2D
Laplace equation for a concentrated 
source point at p is

    22),( QpQp yYxXQpr 

Where

Description of the domain 2 ( )Q P   
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The 2D potential problem
Mapping of higher to lower dimensions

  














  d
nn

dA
A

 22

• Boundary of any domain is of a dimension 1 less than of the domain.

• In BEM the problem is moved from within the domain to its boundary.

• This means you must, in this case, map Area to Line.

• The well known ‘Greens Second Identity’ is used to do this.

,




n


n

have continuous 1st and 2nd derivatives.

unknown potential at any point.

known fundamental solution at any point.

unit outward normal. derivative in the direction of normal.

Dr. Hasan Ghasemzadeh
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The 2D potential problem
Satisfying the Laplace equation

The unknown  



02  will satisfy everywhere in the solution domain.

The known  fundamental solution satisfies 02   everywhere 

except the point p where it is singular.
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The 2D potential problem
How to deal with the singularity
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 22

• Surround p with a small circle of radius ε , then

examine solution as ε  0

• New area is  (A – Aε )

• New boundary is  (Γ  + Γε )

Within area  (A – Aε) 02   02  &

The left hand side of the equation is now 0 and the right is now …

Dr. Hasan Ghasemzadeh
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The 2D potential problem

How to deal with the singularity
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The second term must be evaluated and to do this let d d   
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And use the fact that
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The 2D potential problem
How to deal with the singularity
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Evaluated with p in the domain,

on the boundary (Smooth surface),

and outside the boundary.



2

)( PC For coarse surfaces
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The 2D potential problem
The boundary integral equation

)()(),()(),()()( 12 QdQQPKQd
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Where K1 and K2 are the known fundamental solutions and are equal to
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The 2D potential problem

• BEM can be applied where any potential problem is governed by a differential 
equation that satisfies the Laplace equation.

In this case the 2D form.

• A potential problem can be mapped from higher to lower dimension using 
Green’s second identity.

• Shown how to deal with the case of the singularity point.

• Derived the boundary integral equation (BIE)

)()(),()(),()()( 12 QdQQPKQd
n

QPKPPC 



  


Dr. Hasan Ghasemzadeh
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Numerical Implementation

• Dirichlet, Neumann and mixed case.

• Discretisation

• Reduction to a form Ax=B

Dr. Hasan Ghasemzadeh
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Numerical Implementation
Dirichlet, Neumann and mixed case.

)()(),()(),()()( 12 QdQQPKQd
n

QPKPPC 



  


The unknowns of the above are values on the boundary and are
n
,

Dirichlet Problem

Neumann Problem



n


is given every point Q on the boundary.

is given every point Q on the boundary.

Mixed case – Either are given at point Q

Dr. Hasan Ghasemzadeh
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Numerical Implementation
Discretisation
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Unknowns
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Numerical Implementation

Discretisation
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Numerical Implementation
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Numerical Implementation

= cHU

Dirichlet Problem

c =GQ

Neumann Problem

Mixed case

Matrix A and vector C are known

Matrix B and vector C are known

Unknowns and knowns can be separated in to 
same form as above

Dr. Hasan Ghasemzadeh
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Numerical Implementation

As each point p in the domain is expressed in terms of
the boundary values, once all boundary values are known ANY
potential value within the domain can now be found.

)()(),()(),()()( 12 QdQQPKQd
n

QPKPPC 
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معادله اي كه توابع مجهول در زير علامت انتگرال ظاهر ميشوند

رابطه اي نزديك بين معادلات انتگرالي و معادلات ديفرانسيلي وجود دارد

ساده ترين شكل معادله انتگرال معادله فردهلم ميباشد

معادله انتگرالي
Integral Equation

Dr. Hasan Ghasemzadeh 31


x

a
dtttxkxfxx )(),()()()( 

),(),(),( txkxfx  توابع معلوم

معادله انتگرالي ولترا


b

a
dtttxkxfxx )(),()()()(  معادله انتگرالي فرد هلم

تابع مجهول   ?)( x

1830جرج گرين 

توابع گرين
Green Functions

Dr. Hasan Ghasemzadeh 32

مسئله ي مقدار مرزي خطي معمولي 

شرايط مرزي غير همگن  iuو  ، خطي و بدون ضرايب ثابت استمعمولي ديفرانسيلي  اپراتور Lكه در آن
      تابع گرين. است xgبه صورت زير تعريف مي شود:

( ) ( )Lg x x   

( ) 0 1,2,...,iu g i n 
با ارضاي شرايط مرزي همگن استxجواب معادله در نقطه ي تابع گرين xg

تعريف
( )         

( )
0

f x a x b
Lu x

x a or x b

 
   

( ) 1, 2,...,i iu u i n 
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   اقليدسي فضاي مجموعه زير از درقسمتي ميباشد =L(L(x خطي ديفرانسيلي اپراتور براي كه ،g)s,x( گرين، تابع
nRكند صدق بايستي زير رابطه در ، نقطه در

 زير صورت به ديفرانسيلي معادلات حل براي ميتوان گرين تابع مشخصه اين از .است ديراك تابع δ آن در كه
كرد استفاده

است مجهول u(x) كه

كه داريم اول معادله سازي ساده كمي از پس

 g(x,s) گرين تابع اگر است؛ معلوم f(x) رابطه، اين در .كرد استفاده u(x) كردن پيدا براي توان مي انتگرال اين از
  .مينامند L اپراتور بنيادي حل را گرين تابع گاهي دليل اين به .آيد مي بدستu(x) باشد مشخص

 گرين ابعت كردن حساب آنها از برخي در و نيستند گرين تابع داراي اپراتورها تمامي كه است اين اهميت حائز نكته
.است زيادي مشكلات داراي مسائل اين حل براي روش اين از استفاده روي اين از .است زيادي مشكلات داراي

توابع گرين
Green Functions

Dr. Hasan Ghasemzadeh 33

( ) ( )Lg x x   

( ) ( )Lu x f x

( ) ( , ) ( )u x g x f d   

x

Lf، حلي است براي معادله غيرهمگن، بر حسب تابع ديراك fحل بنيادي  = δ(x)

ط حل بنيادي ميكنيمابتدا يك حل بنيادي براي معادله مورد نظر مي يابيم و سپس اقدام به يافتن پاسخ معادله اوليه توس 

بنيادي حلهاي از مثالي
معادله لاپلاس

حل بنيادي در روش اجزاي مرزي
Fundamental Solution

Dr. Hasan Ghasemzadeh 34
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F.E.M B.E.M

وارد كردن داده ها

محاسبه ماتريسهاي المان

جمع بندي سيستم معادلات نهائي

معرفي شرايط مرزي اساسي

uدن حل سيستم معادلات براي بدست آور

بدست آوردن شار در هر المان

نمايش نتايج

وارد كردن داده ها

q و  uمحاسبه ماتريسهاي المان مرتبط با مقادير مجهول مرزي 

qو  uمعرفي شرايط مرزي براي 

qو  uحل سيستم معادلات براي مقادير مرزي 

محاسبه شار در نقاط انتخاب شده داخلي

نمايش نتايج

تر در روش اجزاي مرزي نه تنها كه تعداد مراحل اصلي كم
 از روش اجزاي محدود ميباشد، بلكه داده هاي ورودي نيز

.به مراتب ساده تر ميباشند
Dr. Hasan Ghasemzadeh 35

 كه مشتق اول آن در دامنه پيوسته باشد و در معادله كه در بالا) u*(حال تابع وزنه اي تعريف ميكنيم 
. آورده شده است، صدق كند

:را در نظر بگيريد كه در دامنه مورد نظر بخواهيم در معادله روبرو صدق كند) u(تابع پتانسيلي 

روش اجزای مرزی

Dr. Hasan Ghasemzadeh 36

Laplace`s equation

with boundary conditions

Essential Dirichlet type

Natural Neumann type

)(in0)(2 ΩxΩxu 

)(in)()( 11 ΓxΓxuxu 

)(in)(
)(

)( 22 ΓxΓxq
n

xu
xq 
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:ميباشد nبه  uمشتق تابع پتانسيل  qحال عبارت تابع وزنه را به صورت زير مينويسيم  كه در آن 

روش اجزای مرزی

.تپس از ساده سازي به معادله زير ميرسيم كه در اصل اين معادله نقطه شروع روش اجزاي مرزي اس

Dr. Hasan Ghasemzadeh 37

روش اجزاي مرزي

)(
),(*

)()(
),(*

)(

)(),(*)()(),(*)()()(),(*

12

12

2

xdΓ
n

xu
xuxdΓ

n

xu
xu

xdΓxuxqxdΓxuxqxdΩxuxu

ΓΓ

ΓΓΩ




















ع اوليه ما، كه در اين قسمت ما ميخواهيم توسط روش حل بنيادي به تابعي دست پيدا كنيم كه در تاب
.را بدست آوريم uيعني ميخواهيم تابع . همان معادله لاپلاس بوده، صدق كند

)Fundamental Solution(حل بنيادي  –روش اجزاي مرزي 

أثر  i در صورتيكه كه نيروي متمركزي در نقطه
:كند، معادله حاكم به صورت روبرو ميشود

ه است، اين تابع همانطور كه در صفحه قبل نيز نشان داده شد. به حل معادله بالا، حل بنيادي گفته ميشود
:داراي خاصيتي است كه در معادله زير نيز صدق ميكند

iu ،مقدار تابع در معادله بالاu در نقطه اعمال نيروست  .Dr. Hasan Ghasemzadeh 38

),(),(*2 xxu  

where u* is the fundamental solutionNote: )(),()(  udΩxxu
Ω
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.پس از ساده سازي به معادله زير دست ميابيم كه در تمامي دامنه اين معادله صادق است

)Fundamental Solution(حل بنيادي  –روش اجزاي مرزي 

:اشدبراي محيط سه بعدي ايزوتروپ حل معادله بالا كه همان حل بنيادي است به صورت زير ميب

:براي محيط دوبعدي ايزوتروپ حل بنيادي به صورت زير ميباشد

Dr. Hasan Ghasemzadeh 39

BEM formulation

* 1 1
ln

2
u

r
   
 

* 1

4
u

r


براي روش  ميخواهيم معادله بالا را كه در تمامي دامنه صادق است، به صورتي تبديل كنيم كه مناسب
.به اين معني كه در مرزها صادق باشد. اجزاي مرزي باشد

معادلات در مرزها –روش اجزاي مرزي 

:با ساده سازي و محاسبات سمت راست معادله بالا صفحه ميبينيم كه 

:يشودپس معادله به شكل زير تبديل م

Dr. Hasan Ghasemzadeh 40

Boundary integral equation)(),(*)()(),(*)()()( xdΓxuxqxdΓxqxuuc
ΓΓ
  

1/ 2c(ξ)
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.حال معادله اي كه بدان رسيديم، معادله ايست كه در مرزها حاكم ميباشد

روش اجزاي مرزي

ه را تقسيم به سه شكل كه در زير نشان داده شده است، ميتوان مرزهاي اين دامن. يك دامنه دو بعدي را در نظر بگيريد
:بندي كرد

Dr. Hasan Ghasemzadeh 41

سه گرهي المانخطي المانثابت المان

اريم براي اولين حالت يعني المان ثابت د

حالت اول شبكه بندي به صورت ثابت –روش اجزاي مرزي 

.  ميباشد qشبكه مربوط به  n2و  uتا از شبكه ها براي فضاي  n1شبكه تبديل كرديم، كه  nدر اين حالت، مرز را به 
.با فرضيات زير معادله ما به صورت زير ميشود. فرض شده است كه در هر قسمت ثابت باشد qو  uمقادير 

:رسيمبا نامگذاري جديد به معادله زير مي

Dr. Hasan Ghasemzadeh 42

ام اثر مي كند iحل اساسي روي گره 

  



N

j Γ

N

j Γ

ii

jj

dΓqudΓquuc
11

** j

N

j Γ

N

j
j

Γ

ii qdΓuudΓquc
jj

  
 

























11

**or

1 1

ˆ
N N

i i ij j ij j
j= j=

cu + H u = G q 

ˆ ,
Γ Γj j

H q dΓ G u dΓ    
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:شبكه موجود و ساده سازي به معادله زير ميرسيم nپس از نوشتن معادله قبل براي هر 

حالت اول شبكه بندي به صورت ثابت –روش اجزاي مرزي 

:فرم ماتريسي آن به صورت زير ميباشد

.را ميتوان در هر نقطه در دامنه بدست آورد uمقدار  qو  uتوسط اين معادله، ما ميتوانيم با داشتن 

Dr. Hasan Ghasemzadeh 43

j

N

j
ij

N

j
jij qGuH 




11

ˆ

ˆ
ij ij

ij ij i

H = H for i j

H = H +c for i = j



GQHU 

X = FA Note: matrix A is nonsymmetric

حالت اول شبكه بندي به صورت ثابت –روش اجزاي مرزي 

Dr. Hasan Ghasemzadeh 44

ˆمقادير توابع 0ii

Γ Γj j

u r
H q dΓ dΓ

r n

  
   

   را در خود نقطه برابر صفر است زي Hمقدار تابع 
دبي بر مماس بر منحني عمود است

1

1

1 1 1 1 1
ln( ) ln( ) ln( ) 1

2 2 2 2 2
ii

Γ Γj j

l
G u dΓ dΓ d

r l l






   





 
      

 
   2r l

نيدگيري عددي براي مثال گوس چهار نقطه اي مي توانيد محاسبه كالمانهاي غيرقطري را با استفاده از انتگرال 

ˆ 1 2ii ii iH = H +c 

POCONBE زير برنامه اي در اين خصوص ارايه شده است بربيافصل دوم كتاب در  

2
)

)(

1
ln(

2

1 4

1

L
w

r
G

k
k

k

ij  






4

1
2 2)(

1

2

1

k
k

k

ij L
wdist

r
H



kw

dist

ضرايب وزنه گوس

نقطه وسط هر المان مرزي عمودي فاصله 
مورد محاسبهالمان مرزي تا 
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.را به صورت خطي در هر شبكه در نظر بگيريم qو  uحالت دوم به اين صورت است كه تغييرات 

حالت دوم شبكه بندي به صورت خطي –روش اجزاي مرزي 

بر حسب مختصات محلي  qو  uدر اين صورت مقادير 
تغيير ميكند و با توجه به مقادير شكل به صورت زير 

.نشان داده ميشوند

Dr. Hasan Ghasemzadeh 45

1= 

1=

qu,

qu, 1

2
l

x,

 

 

1
1 1 2 2 1 2

2

1
1 1 2 2 1 2

2

T n

T n

u
u( )= u + u = = u

u

q
q( )= q + q = = q

q

     

     

 
 
 
 
 
 

1 2

1 1
1 1

2 2
= ( ), = ( + )   

• Bilinear element

• Quadratic element

• Cubic element

•Linear element

در انتها پس از ساده سازيها مشابه با حالت اول به معادله زير ميرسيم

حالت دوم شبكه بندي به صورت خطي –روش اجزاي مرزي 

Dr. Hasan Ghasemzadeh 46

GQHU 
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نمايشگر خطوط  uدر اين مثال تابع . در يك محفظه كه سيلندري در آن مطابق شكل زير قرار دارد، سيالي جريان دارد
. برابر با سرعت جريان است qجريان ميباشد و 

مقايسه نتايج روشهاي اجزاي محدود و مرزي در مثال

 110ستي آن را به در صورتيكه از روش اجزاي محدود استفاده كنيم، باي. به دليل تقارن تنها ربع سازه را در نظر ميگيرم
المان تقسيم  32اما در صورت استفاده از روش اجزاي مرزي با دقتي مشابه، آن را به . گره تبديل كنيم 72قسمت توسط 

.  ميكنيم

Dr. Hasan Ghasemzadeh 47

. در مرزها به صورتي است كه در شكل زير نشان داده شده است qو  uمقادير 

مقايسه نتايج روشهاي اجزاي محدود و مرزي در مثال

:به صورت زير ميباشد) qو  uتغييرات ثابت و خطي (نتايج اجزاي مرزي با فرض در نظر گرفتن حالت اول و دوم 

Dr. Hasan Ghasemzadeh 48
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مقايسه نتايج روشهاي اجزاي محدود و مرزي در مثال

:مشاهده ميكنيم كه 

.دقيقتر از نتايج حالت اول است) تغييرات خطي در هر المان(نتايج روش اجزاي مرزي حالت دو  - 

.  در داخل دامنه در روش اجزاي مرزي خيلي نزديك به روش اجزاي محدود ميباشد uمقدار ‐

در مرزها در روش اجزاي محدود راضي كننده نميباشد و روش اجزاي مرزي نتايج  uيا همان مشتق اول  qمقادير ‐
. بهتري داده است

:همان پارامترها توسط روش اجزاي محدود كه حساب شده اند به صورت زير ميباشند

Dr. Hasan Ghasemzadeh 49

مثال

:در زير مثالي بسيار ساده كه توسط روش اجزاي مرزي اجرا شده است آورده شده است

ي آن به يك محيط به صورت مثلث را در نظر بگيريد كه شرايط مرز
:صورت شكل روبرو تعريف شده است

Dr. Hasan Ghasemzadeh 50

XYشماره گره

111

202

300

:دمختصات گره ها به صورت زير ميباش

المان ها به صورت مقابل در نظر گرفته مي شود

GQHU 
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مثال

:حل
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1 2 1 2

1 2 1 2

2 2

2 2

x x

y y

x x x x
a b

y y y y
a b

 
 

 
 

co x i x

co y i y

x a k b

y a k b

  
  

22 )()( copcop yyxxr 

1 2(1) 0.347854 0.861136 (2) 0.347854 0.861136w k w k      

3 4(3) 0.652145 0.339981 (4) 0.65214 0.339981w k w k      

مختصات نقاط گوس محاسبه

:وزنه و نقاط گوس برابر هستند با ضرايببا در نظر گرفتن روش گوس چهارنقطه اي 



مثال

:حل
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12G

:براي نمونه

1 1

2 2

3 3

4

( ) 0.5 ( 0.861136) 0.5 0.069 ( ) 0.5 ( 0.861136) 1.5 1.93

( ) 0.5 ( 0.339981) 0.5 0.33 ( ) 0.5 ( 0.339981) 1.5 1.67

( ) 0.5 0.339981 0.5 0.67 ( ) 0.5 0.339

( ) 0.5 0.861136 0.5 0.93

co co

co co

co co

co

x y

x y

x y

x

          
          

      
    4

981 1.5 1.33

( ) 0.5 0.861136 1.5 1.069coy
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XYشماره گره

111

202

300

داريم) 2تا  1از گره (براي المان اول 

932.0))0.1069.1()093.0(()(

747.0))0.133.1()067.0(()(

747.0))0.167.1()033.0(()(

932.0))0.193.1()0069.0(()(
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r

r
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ديگراز نقطه وسطي كه روي المان نقاط فاصله اين 

4

1

1 1 1 1 1
ln( ) ln( ) 0.347854 ln( ) 0.652145 ln( ) 0.652145 ln( ) 0.347854 0.431
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k k
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مثال

:حل
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13G
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303.0048.0017.0

056.0318.0056.0

017.0048.0303.0
ijG

به طريق مشابه ساير ضرايب محاسبه مي شوند

مثال

:حل

Dr. Hasan Ghasemzadeh 54





4

1
2 2)(

1

2

1

k
k

k

ij L
wdist

r
H



12Hپارامتر 

0.5distفاصله از نقطه وسط موجود در المان اول تا المان دوم 
2 2
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2 2
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( ) ((0 0.5) (1.339 1.5) ) 0.525
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مثال

:حل
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32Hپارامتر 
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707.0distسومالمان دوم تا المانفاصله از نقطه وسط موجود در 
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مثال

:حل
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Boundary Element Method (BEM)
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