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روشهاي عددي در حل معادلات جبري

جواب دو معادله در مجهول 
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روشهاي عددي در حل معادلات جبري

يشكل استاندارد ماتريس
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In matrix form:   A x = b
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روشهاي عددي در حل معادلات جبري

ماتريس ضرايب
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In matrix form:   A x = b
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روشهاي عددي در حل معادلات جبري

ماتريس ضرايب

6

ماتريس سه قطري

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

A

a a a

 
 
 
 
 
 
 
 




 


11 12

21 22 23

32 33 34

43

0 0 0

0 0

0 0

0 0

0 0 0 nn

a a

a a a

A a a a

a

a

 
 
 
 
 
 
 
 

 


tridiagonal matrix

Numerical Methods in 
Geomechanics



K.N. Toosi University of Technolog 3/23/2020

Dr. H. Ghasemzadeh 4

روشهاي عددي در حل معادلات جبري

ماتريس ضرايب
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هماتريس پراكند
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sparse matrix
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روشهاي عددي در حل معادلات جبري
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روش هاي حذف مستقيم -1
روش هاي تكراري -2

روشهاي عددي در حل 
معادلات جبري

معادلات غير خطي

معادلات خطي
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روشهاي عددي در حل معادلات جبري

روش هاي حذف مستقيم -1
روش كرامر 
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In matrix form:   A x = b

where Aj is the n*n matrix obtained by replacing column j in matrix A by the 
column vector b

computational cost ( 1)( 1)!n n 
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روشهاي عددي در حل معادلات

خطيمعادلات

بمعكوس سازي ماتريس ضراي -1
روش حذف گوس -2
روش تجزيه ماتريس -3

In matrix form:   A x = b روش هاي مستقيم
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Find A-1

Compute det(A)

Solve A x = b

Round off error makes the system singular, or 
numerical instability makes the answer wrong.

خطيمعادلات

Axبمعكوس سازي ماتريس ضراي -1 b
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Gauss Elimination

خطيمعادلات

روش حذف گوس -2

Multiplying first eq. by 10e6  subtracting  from the second eq. 

2 1.000001 1x  

1 0x Back substituting wrong

Pivoting and stability
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LU Decomposition

LU = A

Thus A x = (LU) x =  L (U x) = b

Let y = U x,  then solve y in L y = b by forward 
substitution

Solve x in  U x = y by backward substitution

روش تجزيه ماتريس -3

خطيمعادلات
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1- Doolittle factorization

2-Crout factorization

3-LDMT Factorization

تجزيه ماتريس

خطيمعادلات

A

LU factorization of A =
solving the following nonlinear 
system of n2 equations

14
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Doolittle factorization
 supposing that the first k − 1 columns of L and U are 

available and setting

 equations can be

solved in a sequential

way with respect to the

boxed variables

 we thus obtain first the k-th row of U and then the k-th
column of L, as follows:

for k = 1, . . . , n

 computational cost

1kkl 

خطيمعادلات

2n
15
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Crout’s Algorithm

 Set for all i

 computing first the k-th column of L and then the 
k-th row of U: 

for k = 1, . . . , n

1iil 

خطيمعادلات
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LDMT Factorization

 when A is symmetric  M=L
 computational cost

خطيمعادلات
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Pivoting

Pivoting is essential for stability

Interchange rows to get largest uii

Implicit pivoting (when comparing for the 
biggest elements in a column, use the 
normalized one so that the largest coefficient 
in an equation is 1)

خطيمعادلات
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Compute A-1

Let B = A-1

then  AB = I  (I is identity matrix)
or  A [b1, b2, …,bN] = [e1, e2, …,eN]
or  A bj = ej for j = 1, 2, …, N
where bj is the j-th column of B.

I.e., to compute A-1, we solve a linear system 
N times, each with unit vector ej.

خطيمعادلات

19Numerical Methods in Geomechanics

Compute det(A)

Definition of determinant

Properties of determinant

Since det(LU) = det(L)det(U),  thus

det(A)  = det(U) = 
1

N

jj
j
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1 21, 2, ,det( ) ( 1)
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P

A a a a  

خطيمعادلات
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Solution of linear systems,  Ax = b

Least-square problem,   min ||Ax-b||2

Eigenvalue problems,  Ax =x

Singular value decomposition,  A = UsVT.

Lapack is a free, high quality linear algebra solver 
package (downloadable at www.netlib.org/lapack/). 

خطيمعادلات

ماتريس هاي پيش ضرب و پس ضرب براي قطري كردن يك ماتريس
21
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روشهاي عددي در حل معادلات

 مورد در .دباش مي دستگاه باقيمانده محاسبه به نياز مرحله هر در  : هزينه-1
 استn 2 مرتبه از تكرار هر براي آن محاسبه هزينه كامل ماتريس يك
 مقايسه قابل ميباشد 3n3/2كل هزينه آن در كه مستقيم روش با كه

 ولي n هب وابسته همگرايي نياز مورد تكرار تعداد اگر بنابراين .است
 رقابت يممستق روشهاي با توانند مي تكراري هاي روش باشد آن از كمتر
.كنند

ي ندارندروشهاي مستقيم كارايي مناسب:  ماتريسهاي پراكنده   -2

خطيروش تكرار در حل معادلات

22
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روشهاي عددي در حل معادلات

خطيروش تكرار در حل معادلات

شود  در روشهاي تكراري يك رشته بردار جواب          ساخته مي
كه از همگرايي آنها جواب بدست مي آيد

مي آيد همگرايي با كنترل باقيمانده بدست

A x = b

( k )

k
x l i m x




( k )x

nx x  
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روشهاي عددي در حل معادلات

 B   ماتريس تكرار   وf  برداري است كه ازb  بدست مي آيد.

A x = b
( ) ( k ) ( k )x g i v e n, x B x f , k   0 1 0

به صورتي باشند كه  fو  Bروش تكرار فوق با دستگاه معادله  سازگار خواهد بود اگر 
f ( I B ) A b.  1x B x f  يا

  سازگاري شرط كافي همگرايي نيست
( k ) ( k )e x x  ام  kخطاي مرحله 

( k )

k
l i m( e )


0 )همگرايي براي هر حدس اوليه  )x 0

خطيروش تكرار در حل معادلات

24
Numerical Methods in 

Geomechanics



K.N. Toosi University of Technolog 3/23/2020

Dr. H. Ghasemzadeh 13

روشهاي عددي در حل معادلات

مثال 

تسازگار است ولي اين روش براي هر  حدس اوليه  همگرايي نخواهد داش

x b2
( k ) ( k )x x b   1 روش تكرار

( )x 0 0 ( k ) ( k )x ,x b,       k , ,. . . .  2 2 10 01
( )x b0 1

2 همگرا 

خطيروش تكرار در حل معادلات
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روشهاي عددي در حل معادلات

شرط همگرايي

شعاع طيفي ماتريس : تعريف

A x = b

معادله تكرار 
i

i m
( B ) m a x ( B ) 

 


1

( ) ( k ) ( k )x g i v e n, x B x f , k   0 1 0

ازاي تمام اگر معادله تكرار سازگار باشد  بردار  جوابها         ب:  قضيه
حدسهاي اوليه  همگرا خواهد بود  اگر

( k )x

( B ) 1

خطيروش تكرار در حل معادلات
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روشهاي عددي در حل معادلات

روشهاي تكراري خطي   
است) معكوس پذير(غير منفرد Pكه   N , Pتجزيه به دو ماتريس  مناسب    

 A x = b

( k ) ( k )P x N x b  1

A P N 

k 0 B P N 1 f P b 1

( k ) ( k )x B x f  1

خطيروش تكرار در حل معادلات

و يا 
( k ) ( k ) ( k )x x P r  1 1

( k ) ( k )r b A x  ام kباقيمانده مرحله 
Pحل مستقيم:حالت خاص A,N 0
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روشهاي عددي در حل معادلات

روشهاي تكراري خطي 
روش ژاكوبي-
روش گاوس سايدل-
روش آزاد سازي-

خطيروش تكرار در حل معادلات

28
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روشهاي عددي در حل معادلات

D ماتريس مولفه هاي قطريA 
E ريس ماتريس پايين مثلثي از قرينه مولفه هاي ماتA  
F  س مثلثي از قرينه مولفه هاي ماتريماتريس بالاA   

روش ژاكوبي-
خطيروش تكرار در حل معادلات
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روشهاي عددي در حل معادلات

يحالت عمومي تر با تعريف يك پارامتر آزاد ساز

روش ژاكوبي-
خطيروش تكرار در حل معادلات
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:Jacobi over-relaxation method
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روشهاي عددي در حل معادلات

از مقادير     امk+1سايدل با روش جاكوبي در اين امر تفاوت دارد كه در مرحله  -روش گاوس
براي به روز كردن راه حل استفاده مي شوند

روش گاوس سايدل-
خطيروش تكرار در حل معادلات
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روشهاي عددي در حل معادلات

روش گاوس سايدل-
خطيروش تكرار در حل معادلات

يحالت عمومي تر با تعريف يك پارامتر آزاد ساز
SOR : Seidel over-relaxation method
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 0
 1

( , ) 0 1 under-relaxation
 1 over-relaxation 32Numerical Methods in Geomechanics



K.N. Toosi University of Technolog 3/23/2020

Dr. H. Ghasemzadeh 17

غير خطيروشهاي تكرار در حل معادلات

fروش نيوتن- ( x ) 0
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غير خطيروشهاي تكرار در حل معادلات

مثال به روش نيوتن
جواب دقيق
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غير خطيروشهاي تكرار در حل معادلات

روش نيوتن اصلاح شده-
1- Cyclic updating of the Jacobian matrix

keeping the Jacobian matrix (more precisely, its factorization) 
unchanged for a certain number,

2. Inexact solution of the linear systems

the maximum number of admissible iterations is fixed a priori

3. Difference approximations of the Jacobian matrix
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غير خطيروشهاي تكرار در حل معادلات

 The Successive-Over-Relaxationبيش آزادسازي متوالي-
(SOR) Method
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فهرست عناوين و فصول

37
Numerical Methods in 

Geomechanics

∆ƒ
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∆u u

1 2
iteration

NEWTON – RAPHSON
ITERATION

∆ƒ

ƒ

∆u u

1 2
iteration

CONSTANT STIFFNESS
ITERATION

3 456

Krylov Newton iteration

غير خطيروشهاي تكرار در حل معادلات

الگوريتم توماس-
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