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  هاي قسمت اول: پاسخ

  سوال شماره يك پاسخ 
   الف: قسمت پاسخ

 : محاسبه ماتريس انتقال حالت
  دانيم براي محاسبه ماتريس انتقال حالت بايستي از معادله ديفرانسيل ماتريسي زير استفاده كنيم: مي

)1-1(     Φሶ ሺݐ, ଴ሻݐ ൌ ,ݐሻΦሺݐሺܣ ଴ሻݐ 		⟹ 			 ቈ
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  كه شرايط اوليه مربوط به آن عبارت است از: 

)1-2 (             Φሺݐ଴, ଴ሻݐ ൌ ଶൈଶܫ 		⟹			 ൤
߶ଵଵሺݐ଴, ଴ሻݐ ߶ଵଶሺݐ଴, ଴ሻݐ
߶ଶଵሺݐ଴, ଴ሻݐ ߶ଶଶሺݐ଴, ଴ሻݐ

൨ ൌ ቂ1 0
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  يعني بايد چهار معادله ديفرانسيل معمولي مرتبه دو به صورت زير را حل كنيم: 

)1-3 (               

߶ሶଵଵሺݐ, ௢ሻݐ ൌ െ߶ଵଵሺݐ, ଴ሻݐ ൅ ݁ିଷ௧߶ଶଵሺݐ, ሺ݅ሻ													଴ሻݐ
߶ሶଵଶሺݐ, ଴ሻݐ ൌ െ߶ଵଶሺݐ, ଴ሻݐ ൅ ݁ିଷ௧߶ଶଶሺݐ, ሺ݅݅ሻ											଴ሻݐ
߶ሶ ଶଵሺݐ, ଴ሻݐ ൌ െ߶ଶଵሺݐ, ሺ݅݅݅ሻ																																										଴ሻݐ
߶ሶ ଶଶሺݐ, ଴ሻݐ ൌ െ߶ଶଶሺݐ, ሺ݅݅݅݅ሻ																																								଴ሻݐ

 

  تر است. لذا داريم: ) ساده݅݅݅-3-1و () ݅݅݅݅-3-1شود, حل معادله (همان طور كه ملاحظه مي

)1-4 (                 ߶ሶଶଵሺݐ, ଴ሻݐ ൌ െ߶ଶଵሺݐ, ଴ሻݐ 		⟹ 			߶ଶଵሺݐ, ଴ሻݐ ൌ ܽଵ݁ି௧

߶ሶଶଶሺݐ, ଴ሻݐ ൌ െ߶ଶଶሺݐ, ଴ሻݐ 		⟹ 			߶ଶଶሺݐ, ଴ሻݐ ൌ ܾଵ݁ି௧
 

  آيند: ) به دست مي2-1), ضرايب مجهولي هستند كه به كمك شرايط اوليه (4-1در رابطه ( ଵܾو  ଵܽتوجه شود كه 

)1-5 (               ߶ଶଵሺݐ଴, ଴ሻݐ ൌ 0
߶ଶଶሺݐ଴, ଴ሻݐ ൌ 1

		⟹			
߶ଶଵሺݐ଴, ଴ሻݐ ൌ ܽଵ݁ି௧బ

߶ଶଶሺݐ଴, ଴ሻݐ ൌ ܾଵ݁ି௧బ
		→ 			

ܽଵ ൌ 0			
ܾଵ ൌ ݁௧బ

 

,ݐଶଵሺ߶و لذا پاسخ  ,ݐଶଶሺ߶و  ଴ሻݐ   عبارتست از:  ଴ሻݐ

)1-6 (                         ߶ଶଵሺݐ, ଴ሻݐ ൌ 0													
߶ଶଶሺݐ, ଴ሻݐ ൌ ݁ିሺ௧ି௧బሻ

 

,ݐଵଵሺ߶براي محاسبه پاسخ  ,ݐଵଶሺ߶و  ଴ሻݐ   ) داريم: 3-1) در رابطه (6-1با جانشاني از رابطه (), ݅݅-3-1) و (݅-3-1در رابطه ( ଴ሻݐ

)1-7 (         ߶ሶଵଵሺݐ, ଴ሻݐ ൌ െ߶ଵଵሺݐ, ଴ሻݐ ൅ ݁ିଷ௧߶ଶଵሺݐ, ଴ሻݐ
߶ሶଵଶሺݐ, ଴ሻݐ ൌ െ߶ଵଶሺݐ, ଴ሻݐ ൅ ݁ିଷ௧߶ଶଶሺݐ, ଴ሻݐ

		⟹ 			
߶ሶଵଵሺݐ, ଴ሻݐ ൌ െ߶ଵଵሺݐ, ሺ݅ሻ																														଴ሻݐ
߶ሶଵଶሺݐ, ଴ሻݐ ൌ െ߶ଵଶሺݐ, ଴ሻݐ ൅ ݁ିସ௧ା௧బ										ሺ݅݅ሻ

  

  آيند) ) به دست مي2-1(شرايط اوليه از رابطه () به سادگي برابر خواهد شد با: ݅-7-1پاسخ معادله (

)1-8 (              ߶ሶଵଵሺݐ, ଴ሻݐ ൌ െ߶ଵଵሺݐ, ଴ሻݐ 		⟹ 			߶ଵଵሺݐ, ଴ሻݐ ൌ ݁ିሺ௧ି௧బሻ 

   آيند)) به دست مي2-1(شرايط اوليه از رابطه () داريم: ݅݅-7-1و براي حل معادله (



)1-9 (           ߶ሶଵଶሺݐ, ଴ሻݐ ൌ െ߶ଵଶሺݐ, ଴ሻݐ ൅ ݁ିସ௧ା௧బ 		⟹			߶ଵଶሺݐ, ଴ሻݐ ൌ ݁ି௧߶ଵଶሺݐ଴, ଴ሻݐ ൅ ׬ ݁ିሺ௧ିఛሻ݁௧బିସఛ݀߬
௧
௧బ

 

  سازي و حل معادله فوق داريم: س از سادهكه پ

)1-10 (                   ߶ଵଶሺݐ, ଴ሻݐ ൌ
ଵ

ଷ
݁ିሺ௧ି௧బሻሺ݁ିଷ௧బ െ ݁ିଷ௧ሻ 

  و لذا ماتريس انتقال حالت اين سيستم متغير با زمان, عبارت است از: 

)1-11 (        Φሺݐ, ଴ሻݐ ൌ ൤
߶ଵଵሺݐ, ଴ሻݐ ߶ଵଶሺݐ, ଴ሻݐ
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൨ ൌ ቈ
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0 ݁ିሺ௧ି௧బሻ
቉ 

ሻ࢚ሺࢄمحاسبه پاسخ بردار حالت  ൌ ሾ࢞૚ሺ࢚ሻ   : ࢀሻሿ࢚૛ሺ࢞
  شود: براي محاسبه پاسخ بردار حالت از رابطه زير استفاده مي

)1-12 (                     ܺଶൈଵሺݐሻ ൌ ቂΦሺݐ, ଴ሻܺଶൈଵሺ0ሻݐ ൅ ׬ Φሺݐ, ߬ሻܤሺ߬ሻݑሺ߬ሻ݀߬
௧
௧బ
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  با جانشاني مقادير پارامترها در رابطه فوق داريم: 
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  سازي رابطه فوق خواهيم داشت: كه با ساده
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  پاسخ قسمت ب: 
  داريم:  ሻݐሺݕبراي محاسبه پاسخ خروجي 

)1-15 (                 ଵܻൈଵሺݐሻ ൌ ሻݐሻܺଶൈଵሺݐଵൈଶሺܥ ൅  ሻݐଵൈଵሺݑሻݐଵൈଵሺܦ

  و لذا با جانشاني مقادير خواهيم داشت: 

ሻݐሺݕ                  ) 1-16( ൌ ሾെ2 ݁ିଶ௧ሿ ቈ
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  سازي رابطه فوق داريم: و با ساده
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  سوال شماره دو پاسخ 
   :الفپاسخ 

  : ૚࡭مقادير ويژه و بردارهاي ويژه ماتريس 
ܫߣ|براي محاسبه مقادير ويژه هر ماتريس از رابطه  െ |ܣ ൌ   شود. لذا داريم: استفاده مي 0

)2-1 (             ቚߣ െ1
2 ߣ ൅ 4.5

ቚ ൌ 0		 ⟹			 ଶߣ ൅ ߣ4.5 ൅ 2 ൌ 0		 → 			 ቊ
ଵߣ ൌ െ4

ଶߣ ൌ
ିଵ

ଶ
	

 

  ها خواهيم داشت: دو بردار ويژه مستقل خطي متناظر با آنو چون دو مقدار ويژه حقيقي متمايز داريم, 

)2-2 (                 
ଵߣ	ݎ݋݂ 		→ 			 ቂെ4 െ1
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1
ቃ , ߚ ∈ ܴ െ ሼ0ሽ

 

  : ૛࡭مقادير ويژه و بردارهاي ويژه ماتريس 

)2-3 (                      ቚߣ 3.5
0 ߣ

ቚ ൌ 0		 ⟹			 ଶߣ ൌ 0		 → 			 ൜
ଵߣ ൌ 0
ଶߣ ൌ 0	 

݇݊ܽݎو رابطه داريم,  تكراريچون دو مقدار ويژه حقيقي  ቄቂ0 3.5
0 0

ቃቅ ൌ 1 ൌ ݊ െ ߙبرقرار است, لذا  ߙ ൌ ߙبوده و  1 ൌ بردار ويژه  1
݊و  )ሺଵሻܸ( مستقل െ ߙ ൌ   ) داريم: ሺଵଵሻߦ( يافتهبردار ويژه تعميم 1

)2-4 (               
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0 0
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  : ૜࡭مقادير ويژه و بردارهاي ويژه ماتريس 

)2-5 (                    ቚߣ െ4
1 ߣ ൅ 4

ቚ ൌ 0		 ⟹			 ଶߣ ൅ ߣ4 ൅ 4 ൌ 0		 → 			 ൜
ଵߣ ൌ െ2
ଶߣ ൌ െ2 

݇݊ܽݎ, و رابطه داريم مقدار ويژه حقيقي تكراريو چون دو  ቄቂെ2 െ4
1 െ2

ቃቅ ൌ 1 ൌ ݊ െ ߙبرقرار است, لذا  ߙ ൌ ߙبوده و  1 ൌ بردار  1
݊) و ሺଵሻܸويژه مستقل ( െ ߙ ൌ   ) داريم: ሺଵଵሻߦيافته (بردار ويژه تعميم 1

)2-6 (                  
ଵߣ	ݎ݋݂ ൌ െ2		 → 			 ቂെ2 െ4
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ଶߣ	ݎ݋݂ ൌ െ2		 → 			 ቂെ2 െ4
1 2

ቃ ቈ
ଵߦ
ሺଵଵሻ

ଶߦ
ሺଵଵሻ቉ ൌ ቂെ2ߙ

ߙ
ቃ 		⟹			 ቈ

ଵߦ
ሺଵଵሻ

ଶߦ
ሺଵଵሻ቉ ൌ ቂ

ߙ
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  : ૝࡭مقادير ويژه و بردارهاي ويژه ماتريس 

)2-1 (                ቚߣ ൅ 4 െ1
1 ߣ ൅ 4

ቚ ൌ 0		 ⟹			 ଶߣ ൅ ߣ8 ൅ 5 ൌ 0		 → 			 ൜
ଵߣ ൌ െ4 െ ݆
ଶߣ ൌ െ4 ൅ ݆	 

  ها خواهيم داشت: متمايز داريم, دو بردار ويژه مستقل خطي متناظر با آن مختلطو چون دو مقدار ويژه 



)2-2 (             
ଵߣ	ݎ݋݂ 		→ 			 ൤

െ݆ െ1
1 െ݆൨ ቈ

ଵܸ
ሺଵሻ

ଶܸ
ሺଵሻ቉ ൌ ቂ0

0
ቃ 		⟹			 ቈ ଵܸ

ሺଵሻ

ଶܸ
ሺଵሻ቉ ൌ ߙ ቂ݆

1
ቃ , ߙ ∈ ܴ െ ሼ0ሽ
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݆ െ1
1 ݆ ൨ ቈ
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ሺଶሻ
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ሺଶሻ቉ ൌ ቂ0

0
ቃ 		⟹ 			 ቈ ଵܸ

ሺଶሻ
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ቃ , ߚ ∈ ܴ െ ሼ0ሽ

	 	

  پاسخ ب: 
  مسير حركت سيستم اول: 

  

ሶݔمسير حركت براي سيستم  .1-1-2شكل  ൌ ቂ 0 1
െ2 െ4.5

ቃ   . ݔ

  مسير حركت سيستم دوم: 

  

ሶݔمسير حركت براي سيستم  .2-1-2شكل  ൌ ቂ0 െ3.5
0 0

ቃ   . ݔ

x ' = y            
y ' = - 2 x - 4.5 y
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  مسير حركت سيستم سوم: 

  

ሶݔمسير حركت براي سيستم  .3-1-2شكل  ൌ ቂ 0 4
െ1 െ4

ቃ   . ݔ

  ايم. را ترسيم كردهاين سيستم داراي دو مقدار ويژه تكراري است و لذا يكي از بردارهاي ويژه آن 

  مسير حركت سيستم چهارم: 

  

ሶݔمسير حركت براي سيستم  .4-1-2شكل  ൌ ቂെ4 1
െ1 െ4

ቃ   . ݔ

  توان بردارهاي ويژه آن را در صفحه حقيقي ترسيم نمود. توجه شود كه چون اين سيستم داراي مقادير ويژه مختلط است, لذا نمي

  ) MATLAB(: هاي قسمت دومپاسخ

  پاسخ سوال اول: 
) آورده شده 1-1-2در جدول ( MATLABافزار براي محاسبه پاسخ سيستم از روش حل عددي تقريبي اولر استفاده نموده و كد مربوطه در نرم

  است. 

  عددي خروجي سيستم متغير با زمان. براي محاسبه  MATLABافزار در نرم كد نوشته شده .1-1-2جدول 
%%%%%%%%%%%%% NUMERICAL SIMULATION OF AN "LTV SYSTEM" 
clear all; 
close all; 
clc; 
%%%%%%%%%%% TIME DOMAIN DISCRETIZATION  
t0 = 1;  
dt = 0.01;  
tf = 10;  
t = t0:dt:tf;  
%%%%%%%%%%%%% PARAMETERS & IC's  
t0 = 1;  
x1(1) = 0;  

x ' = 4 y      
y ' = - x - 4 y
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x2(1) = -1;  
y(1) = -2*x1(1)+exp(-2*t(1,1))*x2(1)+2;  
%%%%%%%%%% NUMERICAL SOLUTION 
for i = 1:length(t)-1  
    x1 (i+1) = x1(i) + dt*(-x1(i)+exp(-3*t(1,i))*x2(i)+1); 
    x2 (i+1) = x2(i) + dt*(-x2(i)); 
    y (i+1) = -2*x1(i+1)+exp(-2*t(1,i+1))*x2(i+1)+2; 
end 
%%%%%%%%%%%%% ANALYTICAL SOLUTION 
z1 = 1+(-exp(t0)-(1/3).*exp(-2.*t0)).*exp(-t)+(1/3)*exp(t0-4.*t); 
z2 = -exp(-(t-t0)); 
z = (2.*exp(t0)+(2/3).*exp(-2.*t0)).*exp(-1.*t)-(2/3).*exp(t0-4.*t)-exp(-3.*t+t0); 
%%%%%%%%%%%%% FIGURES & PLOTS 
figure (1) 
plot (t,x1,t,z1,'linewidth',2) 
xlabel ('time <sec>') 
ylabel ('First State: x_1(t)') 
legend ('x_1(t): Analytic','x_1(t): Numerical') 
figure (2) 
plot (t,x2,t,z2,'linewidth',2) 
xlabel ('time <sec>') 
ylabel ('Second State: x_2(t)') 
legend ('x_2(t): Analytic','x_2(t): Numerical') 
figure (3) 
plot (t,y,t,z,'linewidth',2) 
xlabel ('time <sec>') 
ylabel ('Output: y(t)') 
legend ('y(t): Analytic','y(t): Numerical') 
figure (4) 
plot (x1,x2,'linewidth',2) 
xlabel ('x_1') 
ylabel ('x_2') 
legend ('Trajectory') 

كنيم و براي بررسي ترسيم مي) 3-2-1-2) تا (1-2-1-2هاي (به ترتيب در شكلدر ادامه پاسخ متغيرهاي حالت اول و دوم و خروجي سيستم را 
  ايم. نتايج, پاسخ تحليلي را نيز با پاسخ عددي مقايسه كردهصحت 

	 	

  . ଵݔمقايسه آن با پاسخ تحليلي ثانيه  10تا  ثانيه 1، بر حسب زمان در بازه ଵݔپاسخ حل عددي متغير حالت اول،  .1-2-1-2شكل 
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  . ଶݔثانيه مقايسه آن با پاسخ تحليلي  10ثانيه تا  1، بر حسب زمان در بازه ଶݔ، متغير حالت دومپاسخ حل عددي  .2-2-1-2شكل 

	 	

  . ሻݐሺݕثانيه مقايسه آن با پاسخ تحليلي  10ثانيه تا  1، بر حسب زمان در بازه ሻݐሺݕ، خروجيپاسخ حل عددي  .3-2-1-2شكل 

  پاسخ سوال دوم: 
 : براي ترسيم مسير حركت MATLABكد 

  شود. ) ديده مي2-1-2(در جدول هاي چهارگانه داده شده براي ترسيم مسيرهاي حركت سيستم MATLABافزار كد نوشته شده در نرم

  . ترسيم مسير حركت مربوط به هر سيستمبراي حل عددي معادله فضاي حالت و  MATLABافزار كد نوشته شده در نرم .2-1-2جدول 
%%%%%%%%%%%%%% TRAJECTORY IN PHASE-PLANE 
clear all; 
close all; 
clc; 
%%%%%%%%%%%%%% TIME DOMAIN DISCRETIZATION 
t0 = 0;  
tf = 50;  
dt = 0.01;  
t = t0:dt:tf;  
N = length(t); 
%%%%%%%%%%%%% MATRIX ALLOCATIONS 
A_1 = [0 1; -2 -4.5];  
A_2 = [0 -3.5; 0 0];  
A_3 = [0 4; -1 -4]; 
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A_4 = [-4 1; -1 -4]; 
%%%%%%%%%%%% INITIAL VALUES 
X_A_1 (:,1) = [-2; 4]; % for A_1 
X_A_2 (:,1) = [-2; 4]; % for A_2 
X_A_3 (:,1) = [-2; 4]; % for A_3 
X_A_4 (:,1) = [-2; 4]; % for A_4 
%%%%%%%%%%% TRAJECTORY FOR A_1 
for i = 1:N-1 
    X_A_1(:,i+1) = X_A_1(:,i) + dt*(A_1*X_A_1(:,i)); 
end 
%%%%%%%%%%% TRAJECTORY FOR A_2 
for i = 1:N-1 
    X_A_2(:,i+1) = X_A_2(:,i) + dt*(A_2*X_A_2(:,i)); 
end 
%%%%%%%%%%% TRAJECTORY FOR A_3 
for i = 1:N-1 
    X_A_3(:,i+1) = X_A_3(:,i) + dt*(A_3*X_A_3(:,i)); 
end 
%%%%%%%%%%% TRAJECTORY FOR A_4 
for i = 1:N-1 
    X_A_4(:,i+1) = X_A_4(:,i) + dt*(A_4*X_A_4(:,i)); 
end 
  
figure (1) 
plot (X_A_1(1,:),X_A_1(2,:)) 
xlabel ('x_1') 
ylabel ('x_2') 
legend ('Trajectory for A_1') 
figure (2) 
plot (X_A_2(1,:),X_A_2(2,:)) 
xlabel ('x_1') 
ylabel ('x_2') 
legend ('Trajectory for A_2') 
figure (3) 
plot (X_A_3(1,:),X_A_3(2,:)) 
xlabel ('x_1') 
ylabel ('x_2') 
legend ('Trajectory for A_3') 
figure (4) 
plot (X_A_4(1,:),X_A_4(2,:)) 
xlabel ('x_1') 
ylabel ('x_2') 
legend ('Trajectory for A_4') 

توانيد با ترسيم شده است. (توجه كنيد كه مي) 4-2-2) تا (1-2-2هاي (در شكلدر ادامه مسير حركت هر سيستم به ازاء شرط اوليه داده شده 
  تغيير شرايط اوليه هرسيستم, مسير حركت مربوط به آن شرايط اوليه را براي هر سيستم ترسيم كنيد) 

 

଴ܺ, شرط اوليه ଵܣترسيم مسير حركت سيستم با در نظر گرفتن ماتريس  .1-2-2شكل  ൌ ሾെ2 4ሿ்  ݔدر سيستمሶ ൌ   . ݔܣ
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଴ܺ, شرط اوليه ଶܣترسيم مسير حركت سيستم با در نظر گرفتن ماتريس  .2-2-2شكل  ൌ ሾെ2 4ሿ்  ݔدر سيستمሶ ൌ   . ݔܣ

  

଴ܺ, شرط اوليه ଷܣترسيم مسير حركت سيستم با در نظر گرفتن ماتريس  .3-2-2شكل  ൌ ሾെ2 4ሿ்  ݔدر سيستمሶ ൌ   . ݔܣ

  

଴ܺ, شرط اوليه ସܣترسيم مسير حركت سيستم با در نظر گرفتن ماتريس  .4-2-2شكل  ൌ ሾെ2 4ሿ்  ݔدر سيستمሶ ൌ   . ݔܣ
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