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  هاي قسمت اول: پاسخ

  سوال شماره یک پاسخ 

   الف: قسمت پاسخ

  نویسیم: لیاپانوف داده شده را به صورت زیر می-ابتدا معادله ماتریسی شبه

��� + �� + 2�� = −�  ⟹    (��� + ��) + (�� + ��) = −� 

  لذا داریم: 

)1-1 (                            (�� + ��)� + �(� + ��) = −�  

̅�به صورت  ̅�حالا با تعریف ماتریس جدید  = � + �̅�(توجه کنید که رابطه , داریم: �� = �� +   برقرار است!)  ��

)1-2 (                                �̅�� + ��̅ = −�  

(�)̇�اینجا با توجه به قضیه پایداري لیاپانوف براي سیستم خطی  = و مثبت ) فوق, یکتا 2-1در رابطه ( �ماتریس که با توجه به این, (�)�̅�

  معین و متقارن است داریم: 

)1-3 (               � = ����  →    �̇ = �̇��� + ����̇ = ���̅��� + ����̅� = ��(�̅�� + ��̅)� 

  ) داریم: 3-1) در رابطه (2-1حالا با جانشانی از رابطه (

)1-4 (                       � = ����  →    �̇ = −���� 

مثبت معین و متقارن است, لذا طبق قضیه پایداري مجانبی لیاپانوف, سیستم خطی  �چنین چون در صورت سوال گفته شده که ماتریس هم

�̇(�) = ̅��گیرند و داریم: در سمت چپ محور موهومی قرار می ̅�ا همه مقادیر ویژه ماتریس پایدار مجانبی است و لذ (�)�̅� < . در 0

  توان نوشت: نتیجه می

)1-5 (            det(��̅� − �̅) = 0  ⇒    |��̅� − (� + ��)| = 0  →    |(��̅ − �)� − �| = 0 

  شود: به صورت زیر نوشته می �توجه داریم که از طرفی, مسئله مقدار ویژه براي هر ماتریس دلخواه 

)1-6 (                    det(��� − �) = |��� − �| = 0 

  داریم: ), 6-1) و (5-1با مقایسه دو رابطه (

)1-7 (                             ��̅ − � = �� 

̅��دانیم که میبا توجه به این <   است, لذا داریم:  0

)1-8 (                   ��̅ < 0  →    ��̅  − ������
���

< −�  ⟹    �� < −�  

 طرف دیگر این قضیه برعهده دانشجویان است.  اثبات



 

 

  پاسخ قسمت ب: 

در این است که در حالت پایداري مجانبی حتماً مقادیر ویژه  پایداري مجانبیو  پایداري به مفهوم لیاپانوفمیان دو تعریف  اصلی در واقع تفاوت

باید سمت راست محور  �باید سمت چپ محور موهومی باشند ولی در تعریف پایداري به مفهوم لیاپانوف, مقادیر ویژه ماتریس  �ماتریس 

  . توانند روي محور موهومی هم باشند, یعنی میموهومی نباشند

��حالا توجه داریم که اگر  =   صفر باشند:  باید برابر �هاي روي قطر اصلی ماتریس باشد؛ حتماً درایه �−

)1-9 (                     �����
�

= −�����   ⟹    ����� = −�����   ⟹    ����� + ����� = 0 

�اگر  =   آیند و داریم: هاي روي قطر به دست میباشد درایه �

)1-10 (                           [���] + [���] = 0  ⟹    [���] = 0 

��یعنی اگر  =   به صورت زیر خواهد بود:  �باشد, فرم کلی ماتریس  �−

)1-11 (                      
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�در ادامه براي  =   نیز به همین ترتیب قابل اثبات خواهد بود.  �کنیم و براي بقیه مقادیر قضیه را اثبات می 2,3

�اثبات براي  = � :  

)1-12 (            � = �
0 ���

−��� 0
�  ⟹    |�� − �| = �

� −���

��� �
�= �� + ���

� = 0  →    ��,� = ± ���� 

که این ماتریس مرتبه دو, داراي دو مقدار ویژه روي محور موهومی است, لذا سیستم خطی نامتغیر با زمان متناظر با آن پایدار به با توجه به این

  مفهوم لیاپانوف است ولی پایدار مجانبی نیست. 

�اثبات براي  = � :  

)1-13 (            � = �

0 ��� ���

−��� 0 ���

−��� −��� 0
�   ⟹    |�� − �| = �

� −��� −���

��� � −���

��� ��� �
�= �� + (���

� + ���
� + ���

� )� = 0  →    ��,�,� = �0, ± �� ���
� + ���

� + ���
� � 

ایدار پمقدار ویژه روي محور موهومی است, لذا سیستم خطی نامتغیر با زمان متناظر با آن  داراي سه, مرتبه سهکه این ماتریس با توجه به این

  به مفهوم لیاپانوف است ولی پایدار مجانبی نیست. 

  توان قضیه را اثبات نمود. نیز می �و به همین ترتیب براي بقیه مقادیر 

  پاسخ سوال شماره دو: 

  پاسخ قسمت الف: 

��با در نظر گرفتن متغیرهاي حالت سیستم به صورت  ≈ ��و  (�)� ≈   خواهیم داشت:  (�)̇�

)2-1 (  �⃗(�) = �
��(�)

��(�)
�  ⟹   

�

��
�⃗(�) = �

�̇�(�)

�̇�(�)
�= �

�̇
�̈

�= �
��

−�(�� − 1)�̇ − �
�  ⟹    �

�̇�(�)

�̇�(�)
�= �

��

−�(��
� − 1)�� − ��

�  

(⃗�)�حالا با انتخاب کاندیداي  = ��
� + ��

  داریم:  �



 

 

  بررسی مثبت معینی تابع کاندیداي لیاپانوف: 

یک  تر از صفر است و حالت مساوي صفر فقط به ازاءبزرگ ,��و  ��پذیر بوده و به ازاء همه مقادیر چون تابع مذکور همواره پیوسته و مشتق

�� نقطه = �� =   تواند به عنوان کاندیداي لیاپانوف انتخاب شود. معرفی شده می (⃗�)�افتد, پس تابع اتفاق می 0

  بررسی پایداري: 

  و داریم: کنیم پل بررسی می-در-را در خلال مسیرهاي حرکت سیستم ون (⃗�)�مشتق تابع کاندیداي لیاپانوف 

)2-2 (                  
�

��
�(�⃗) = �̇ = 2���̇� + 2���̇� = 2��(��) + 2��(−�(�1

2 − 1)�2 − �1) 

  سازي کردن آن داریم: که با ساده

)2-3 (                                    �̇ = −2�(��
� − 1)��

� 

��داشته باشیم  صورتی کهباشد در میمعین نیمه ) منفی ̇�منفی است, لذا مشتق تابع لیاپانوف (یعنی:  �چون ثابت 
� − 1 ≤ در نتیجه به  .0

  . ستبه مفهوم لیاپانوف است ولی توجه شود که مجانبی نیسیستم پایدار  ,دهمحدواین ازاء 

(⃗�)�یعنی تابع کاندیداي لیاپانوف  = ��
� + ��

|��|فقط در محدوده  � ≤ یک تابع لیاپانوف است و در خارج این محدوده معرف یک تابع  1

|��|و به عبارت دیگر در خارج محدوده لیاپانوف نیست.  ≤ ممکن است که سیستم پایدار باشد ولی با کمک این تابع لیاپانوف راجع به  ؛1

  توان اظهارنظر کرد. پایداري سیستم نمی

  پاسخ قسمت ب: 

��حالت را به صورت  اگر متغیرهاي ≈ ��و  (�)� ≈ ∫ � ��
�

�
  شد: گاه معادلات فضاي حالت به صورت زیر میکردیم, آنانتخاب می 

)2-4 (                          �
�̇� = −�� − ��

��
�

�
− 1���

�̇� = ��                                 
 

  شده داریم: لیاپانوف معرفیو با کمک تابع کاندیداي 

)2-5 (                              �̇(�⃗) = −2���
� �

��
�

�
− 1�  

��باشد در صورتی که داشته باشیم ) منفی نیمه معین می̇�منفی است, لذا مشتق تابع لیاپانوف (یعنی:  �چون ثابت 
� − 3 ≤ . در نتیجه به 0

  ازاء این محدوده, سیستم پایدار به مفهوم لیاپانوف است ولی توجه شود که مجانبی نیست. 

(⃗�)�یعنی تابع کاندیداي لیاپانوف  = ��
� + ��

|��|فقط در محدوده  � ≤ یک تابع لیاپانوف است و در خارج این محدوده معرف یک  3√

|��|تابع لیاپانوف نیست. و به عبارت دیگر در خارج محدوده  ≤ ممکن است که سیستم پایدار باشد ولی با کمک این تابع لیاپانوف راجع  ؛3√

  توان اظهارنظر کرد. به پایداري سیستم نمی

  پاسخ قسمت ج: 

اجع فاز سیستم ر-تري از صفحهتوان در محدوده بزرگبا کمک آن میتر است, زیرا بدیهی است که انتخاب دومین دسته متغیرهاي حالت مناسب

  به پایداري آن اظهارنظر کرد. 

  پاسخ سوال شماره سه: 

  پاسخ قسمت الف: 

کنیم. ابتدا باید معادله را انتخاب می 1هارویتز-راوثهاي هاي زیادي براي بررسی پایداري در کنترل کلاسیک داریم که اینجا روش آرایهروش

  مشخصه مدار بسته سیستم را به دست آوریم: 

                                                
1 Routh-Hurwitz Array  



 

 

)3-1 (                 det{�� − �}= 0  ⟹    �
� 3�

−2� � + 5�
�= 0  ⟹    �� + (5�)� + (6��) = 0 

  هارویتز داریم: -هاي راوثو لذا با تشکیل آرایه

  0 6�� 1 �� 

)3-2 (         0 5� �� 

      (5�)(6��) − (1)(0)

5�
= 6�� 

�� 

  هاي سطر اول مثبت باشند: که براي پایداري مجانبی سیستم, باید همه درایه

)3-3 (                            5� > 0,   6�� > 0    ⟹    � > 0 

�لذا شرط پایداري مجانبی این سیستم  >   است.  0

  پاسخ قسمت ب: 

�⃗�نقطه تعادل این سیستم,  = �را برابر با  �نخست ماتریس است.  (0,0) = �
1 0
0 1

  کنیم: معادله لیاپانوف را حل میقرار داده و  �

)3-4 (              �
0 2�

−3� −5�
��

��� ���

��� ���
�+ �

��� ���

��� ���
��

0 −3�
2� −5�

�= �
−1 0
0 −1

� 

  بنابراین داریم: 

)3-5 (                      

2���� + 2���� = −1                                     
2���� − 3���� − 5���� = 0                        
−3���� − 5���� − 3���� − 5���� = −1

 

���آید: که با حل معادلات فوق به دست می =
�

���
, ��� = −

�

��
, ��� =

�

��
   و داریم: .

)3-6 (                               � = �

�

���
−

�

��

−
�

��

�

��

� 

   )شروط سیلوستر(داریم:  فوق مثبت معین باشد و لذا �, باید ماتریس هاي خطیو با توجه به قضیه پایداري لیاپانوف براي سیستم

)3-7 (          ��� = ��� =
�

���
> 0,    |�| = �

�

���
−

�

��

−
�

��

�

��

� =
�

���� > 0  ⟹    � > 0 

�لذا سیستم به ازاء  >   پایدار مجانبی است.  0

  پاسخ سوال شماره چهار 

  پاسخ قسمت الف: 

, کنید) جوعراکی صدیق موجود است, لطفاً ؛ تالیف پروفسور علی خاصول کنترل مدرنکتاب  در(با توجه به فرم کانونیکال رویتگر معرفی شده 

  داریم: 

)4-1 (                �(�) =
���

�� =
������������

���������������
  ⟹    �

�� = 0 �� = 0 �� = 0
�� = 1 �� = 1 �� = 0

 

  و لذا با توجه به فرم کانونیکال رویتگر, خواهیم داشت: 



 

 

)4-2 (        � = �
0 0 0
1 0 0
0 1 0

� ,   � = �
1
1
0

� , � = [0 0 1], ⟹    �
�̇(�) = �

0 0 0
1 0 0
0 1 0

� �(�) + �
1
1
0

� �(�)

� = [0 0 1]�(�)                

 

  داریم:  ي سیستم, براي سیگنال خطااي سیستم غیرخطیاز طرف دیگر با توجه به دیاگرام جعبه

)4-3 (                      �(�) = 0 − � = −�(�)   ⟹    �(�) = −�� 

  عبارت است از: نیز  Plantچنین سیگنال ورودي کنترلی به و هم

)4-4 (                � = �(�) = � − ��   ⟹    �(�) = (−��) − (−��)� = −�� + ��
� 

   داریم:لذا کند و , متغیر حالت جدید به سیستم تحمیل نمیو در نهایت, توجه داریم که بلوك غیرخطی کنترلر

)4-5 (                       

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

�̇� = �(�)              

�̇� = �� + �(�)    
�̇� = ��                 

�(�) = ��              

�(�) = −�� + ��
�

  ⟹    

⎩
⎨

⎧
�̇� = −�� + ��

�       

�̇� = �� − �� + ��
�

�̇� = ��                    
� = ��                     

  

  پاسخ قسمت ب: 

ه ور علی خاکی صدیق اقتباس شده و متاسفانپروفس :, تالیفاصول کنترل مدرناین سوال عیناً از کتاب متاسفانه این قسمت سوال غلط است!!! (

  ) کنمنیاز به اصلاح دارد. بابت اشتباه پیش آمده عذرخواهی می


