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  مقدمه 

 دانید، در مهندسی مکانیک (جامدات، سیالات، کنترل، ارتعاشات، مکاترونیک، خودرو و ...) روند تحلیل مسئله در چهار گام طور که میهمان

  شود: اساسی طی می

  سازي فیزیکی، مدل -1

  سازي ریاضی، مدل -2

  سازي سیستم، حل معادلات و روابط موجود و شبیه -3

  تحلیل پاسخ و بررسی نتایج.  -4

  پردازیم. هاي فوق میدر ادامه ابتدا به معرفی مختصر هر کدام از گام

  سازي فیزیکی مدل گام اول:

  موارد  ... و یا به صورت ترکیبی از، حرارتی، شامل مسائل ارتعاشاتی، برقی، سیالاتی ،کنیمبررسی می تئوري کنترلاغلب مسائلی که ما در

هاي رض، فاي شامل تعریف مختصات مناسب، اصول و قوانین اساسی حاکم بر رفتار آن سیستمسازي فیزیکی هر مسئلهمدلباشند. مذکور می

و نمایش فیزیکی  اي براي یک جسم الاستیک و ...)سیستم غیرخطی در محدوده خاص، فرض تنش صفحهسازي مسئله (خطی کردن ساده

باشد) ر میتسیستم به صورت یک مدل (که در اغلب موارد و با توجه به نوع دیدگاهی که به آن سیستم داریم، نسبت به سیستم اصلی بسیار ساده

  دمپر داریم: -فنر-کی یک سیستم جرمسازي فیزیبوده و لذا به عنوان مثال، در مدل

k

c

m F(t)

x

  

  معرفی مدل فیزیکی براي بررسی یک فنر.  .1شکل 

ها داراي رفتار غیرخطی دانیم غالباً این المانمثلاً براي این سیستم، فرض شده که رفتار فنر و دمپر در محدوده خطی قرار دارد، در حالی که می

  شود. استفاده می» قانون دوم حرکت نیوتن«ختصات مناسب براي مسئله انتخاب شده و براي تحلیل مسئله از اصل مچنین همهستند. 

   ریاضیسازي مدل :دومگام 

 دانیم یمسازي ریاضی بایستی بتوانیم یک (یا چند) معادله دیفرانسیل که حاکم بر حرکت این سیستم هستند را استخراج کنیم. براي مدل

هاي متنوعی داریم، از جمله: روش تعادلی نیوتن، اولر، اصل دالامبر، روش انرژي، اصل که در مسائل دینامیکی براي استخراج معادله حرکت روش

  بریم: مثلاً در این مثال ساده، روش تعادل نیرویی نیوتن را به کار میهامیلتون، اصل انرژي پتانسیل کمینه و ... . 

)1 (            x xF ma kx cx F(t) mx mx cx kx F(t)               

شود سازي ریاضی سیستم به همینجا ختم نمی) است. اما مدل1نده معادله حرکت براي سیستم ارتعاشی شکل ()، بیان کن1معادله دیفرانسیل (

شرط اولیه است. البته  -2شرط مرزي و  -1 ؛توان گفت که مدل ریاضی هنوز ناقص است زیرا براي حل معادله فوق نیاز به دو شرطو در واقع می

باشد، بلکه براي مسائل دینامیکی که معادله دیفرانسیل زمان نمیلزوماً نیاز به اعمال هر دو شرط به طور همها سازي ریاضیاتی همه سیستمدر مدل



مثلاً ( حاکم بر آن از نوع معادله دیفرانسیل معمولی باشد، فقط نیاز به شرط اولیه داریم و براي حالتی که معادله حاکم از نوع مشتق جزئی باشد

  ) علاوه بر شرایط اولیه نیاز به شرایط مرزي نیز داریم. هاي ممتدرسی در ارتعاشات سیستممسایل دینامیکی مورد بر

تعداد شرایط است)  2) فقط نیاز به شرایط اولیه داریم که با توجه به بیشترین درجه مشتق زمانی (اینجا برابر 1به هر حال، براي سیستم شکل (

  شود: سازي ریاضیاتی تکمیل میاولیه به صورت زیر، مدلیعنی با تعریف شرایط شود. اولیه مشخص می

)2 (                       x( ) x x( ) x  
    

  رسیم. پس از استخراج مدل ریاضی به گام سوم یعنی حل معادله می

  سازي سیستم حل معادلات و روابط موجود و شبیه :سومگام 

  1هاي گوناگونی که براي این منظوروجود دارد شامل: روش. بپردازیم) 2به همراه شرایط اولیه () 1به حل معادله (در این مرحله بایستی-

  شوند. تحلیلی می-هاي نیمهروش -3هاي عددي و روش -2هاي حل تحلیلی یا فرم بسته، روش

اید کنیم ولی باید و اینجا از ذکر جزئیات اجتناب میشنا شدههاي تحلیلی حل معادله دیفرانسیل آدر درس معادلات دیفرانسیل با انواع روش

ددي هاي حل عباید به سراغ روشو لذا  توان به صورت تحلیلی حل کردها را نمیتوجه کرد که لزوماً معادله (یا معادلات) دیفرانسیل همه سیستم

  رفت. 

به:  توانها میترین این روشاند که از جمله مهمدیفرانسیل معمولی معرفی شدههاي حل عددي بسیار زیادي براي یافتن پاسخ یک معادله روش

  کوتا و ... اشاره نمود. -روش رانج -4مولتون، -آدامز -3بشفورث، -آدامزهیون،  -2اولر،  -1

  ) هاي عددي حل خواهیم نمود) را به انواع روش2) و شرط اولیه (1در ادامه معادله دیفرانسیل ((

  نتایج پاسخ و بررسی تحلیل  :مچهارگام 

 ها و نمودارها، پاسخ متغیر میدانی بر حسب آن است. این گام معمولاً با ارائه شکلتحلیل پاسخ و بررسی نتایج  ،آخرین گام در حل مسئله

نحوه تغییرات متغیرهاي مجهول مسئله و ... صورت ترسیم فرکانس) -هاي دامنهزمان (در مسائل دینامیکی)، پاسخ حوزه فرکانس (منحنی

یکی بتوانید یک تحلیل مناسب فیز ،ایدچنین بایستی براي هر شکل و نمودار و به طور کلی هر نتیجه و پاسخی که به دست آوردههمپذیرد. می

رفتار  پاسخ نهایی و ها را درتاثیر آن ،لف کنترلرها و ...هاي مختي بهرههاي مختلف پارامترها و به ازاارائه کنید. براي حالتو یا توصیف ریاضیاتی 

  ي کنترلی بهینه و ... بررسی کنید. سیستم و انرژ

  رسد. و به این ترتیب عملیات حل مسئله به اتمام می

   دهیم.توضیحاتی را ارائه ؛ سازي سیستمحل معادلات و روابط موجود و شبیهدر ادامه قصد داریم بیشتر راجع به گام سوم؛ 

  مباحث کنترلی  نوع معادله دیفرانسیل مورد بحث درمعرفی 

 اد: زیر نمایش د معادله فضاي حالت توان در حالت کلی به صورتمیرا  هاي مورد بررسی در کنترلاصولاً معادله دیفرانسیل اغلب سیستم  

)3 (                             
dx

f (x, t)
dt



 
  

nxکه در آن  1  بردار متغیرهاي حالت بوده وnf (.)1  تابع برداري غیرخطی است. بدیهی است که اگر فرم معادلات دیفرانسیل حاکم بر یک

هاي دینامیکی کنترلی مثلاً براي سیستم) نوشت. 3توان با تعریف مناسب متغیرهاي حالت، ان را به فرم () نباشد، می3سیستم به صورت رابطه (

معادله که هر معادله داراي  n ن را بهمتغیرهاي حالت، آتوان با تعریف مناسب میباشند،  nکه داراي یک یا چند معادله دیفرانسیل از رسته 

) 1(مثلاً شکل ( دومعادله دیفرانسیل رسته  nتوانیم درجه آزادي هستند می nهایی که داراي سیستم یا برايباشد، تبدیل نمود.  یکرسته 

بنویسیم و سپس با تعریف مناسب ) است دوعادله دیفرانسیل رسته م یکدرجه آزادي است و داراي  یکنشان دهنده یک سیستم دینامیکی 

  ، بنویسیم. باشد یککه هر معادله داراي رسته  حالت معادله n2متغیرهاي حالت، 

  کنیم: )، متغیرهاي حالت را به صورت زیر تعریف می1(مثلاً در معادله دیفرانسیل 



)4 (                         x x(t) x x(t) 1 1
  

  تبدیل کنیم:  ) که مد نظر ما بوده است3عادله () را به صورت م1توان معادله دیفرانسیل (تعریف، میبا این 

)5 (                

dxx x
x x f (x, t)

dtk c
x x x ( )x ( )x ( )F(t)

x( ) x x( ) xm m m
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xکه در آن 


fبردار متغیرهاي حالت بوده و   (x, t)


تابع برداري مسئله است که به ترتیب عبارتند از:   
T

x x x 1 2


و  

T
k c

f (x, t) x ( )x ( )x ( )F(t)
m m m

  
    

2 1 2

1
 .  

  هاي متنوع حل معادله دیفرانسیل (مورد بحث در کنترل مدرن) معرفی روش

 طور که گفتیم؛ قصد داریم معادله دیفرانسیل همانx f (x, t) یعنی ،(را که در حالت کلی غیرخطی است) به همراه شرایط اولیه آن 

x( ) x  .سازي کنیم. براي این منظور ابتدا باید دامنه زمان مسئله را گسسته، حل کنیم  

  سازي دامنه زمان مسئله: گسسته

  فرض کنیم بازه زمانی مورد نیاز براي حل مسئله به صورتft [t , t ]  خواهیم این بازه را به تعداد داده شده باشد و ما میN  زیربازه

iبه طول کوچک  it t t , ( i n)    1   توجه کنید. ) 2به شکل (ندي کنیم. بتقسیم 1

time sec 

 t t1 t2 t3 it 1 it 1it ft... ... ...... ... ...

t

t
t

t

N. t  

ftسازي کردن دامنه زمان مسئله دینامیکی در بازه گسسته .2شکل  [t , t ]  .  

1ایم که مقدار المان در نظر گرفته N1یعنی در واقع زمان را به صورت یک بردار  است و داریم:  ftو  tبه ترتیب برابر آن  N1و  1

f

numbers:N

t [t ,..., t ] 
 .  

  شود: از کد زیر استفاده می، MATLABافزار مذکور در محیط نرمزمان سازي بردار براي پیاده

سازي کردن براي گسسته MATLABافزار کد نوشته شده در نرم .1جدول 

ftدامنه زمان مسئله دینامیکی در بازه  [t , t ]  .  
t0 = 0; 
tf = 10; 
dt = 0.01; 
N = ceil((tf-t0)/dt); 
t = t0:dt:tf; 

  : مولتون-روش حل عددي آدامز -1

 توجه کنید. 3ابتدا به شکل (سازي نمودن دامنه زمان مسئله، بایستی به حل عددي معادله دیفرانسیل سیستم پرداخت. س از گسستهپ (

تابع مشتق زمانی شود، منحنی طور که ملاحظه میهمان
dx

dt
fبر حسب زمان (یا منحنی تابع   (x, t)  (ترسیم معلوم است و بر حسب زمان

  شده است. 



t sec 

f (x, t)

nf

nf 1

nf 2

ntnt 2 nt 1

x




  

fمنحنی تغییرات تابع غیرخطی  .3شکل  (x, t) یا منحنی تغییرات  بر حسب زمان)x (در بازه ، بر حسب زمانft [t , t ]  .  

)6 (     
n n n

n n n

x(t ) t t

x (t ) t t

dx
f (x, t) dx f (x, t)dt dx f (x, t)dt x(n) x(n ) f (x, t)dt

dt   

          
1 1 1

1  

کنیم که فقط یک معادله داریم و در نتیجه حالت برداري (فعلاً فرض می یم.اگرفته) انتگرال 3از طرفین رابطه ( کنید طور که ملاحظه میهمان

  گیریم) را در نظر نمی

fاي از تقریب را براي تابع که چه نوع و چه مرتبه) بسته به این6در رابطه ( (x, t) هاي هاي مختلف حل عددي (یا روشدر نظر بگیریم، روش

  آیند. گیري عددي) پدید میمختلف انتگرال

fسهموي از تابع تقریب ، مولتون-آدامزدر روش حل عددي  (x, t) گیریم. یعنی داریم: را در نظر می  

)7 (                          n nf (x, t) a(t t ) b(t t ) c    2  

) و 6) در رابطه (7با جانشانی رابطه (ها را محاسبه کنیم و پس از آن، )، سه ضریب مجهول داریم که بایستی آن7داریم که در رابطه (توجه 

  آید. محاسبه انتگرال، رابطه نهایی حل عددي به دست می

  : مولتون-آدامزدر تقریب سهموي  cو  a ،bمحاسبه ضرایب مجهول 

nدانیم )، می3با توجه به شکل ( nf (t ) f ،n nf (t ) f 1 nو  1 nf (t ) f 2 ) خواهیم 7است. لذا با جانشانی این سه قید در رابطه ( 2

  داشت: 

)8 (             

 n n n n n n n n n

n n n n n n n n

t t

n n n n n n n n

t t

@ t t f (t ) f f a(t t ) b(t t ) c c f

@ t t f (t ) f f a(t t ) b(t t ) c

@ t t f (t ) f f a(t t ) b(t t ) c
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ncتوجه داریم که  f  به دست آمده است و براي محاسبه ضرایب مجهولa  وb :دو معادله با دو مجهول داریم که به صورت زیر است ،  

)9 (           n n

n n

gaf f g a( t) b( t) ( t) t

gbf f g a( t) b( t) ( t) t
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  پس از حل دستگاه معادلات فوق، داریم: 

)10 (         

g g
a

g t{ g g }a ( t)( t) t

g ( t) { g g }b g g( t)( t) t
b

( t)
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  گیري خواهیم داشت: ) و انتگرال6در رابطه ( cو  a ،bحالا پس از جانشانی ضرایب مجهول 

)11 (        

   
n

n

t

n n nt

n

g g g g
x(n) x(n ) t t t t f dt

( t) ( t)

g g g g
x(n) x(n ) t f
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  سازي آن داریم: ) و ساده11) در رابطه (9از رابطه ( g2و  g1و در نهایت با جانشانی مقادیر 

)12 (                           n n n

t
x(n) x(n ) f f f 


    1 21 5 8

12
  

ix(t) و محاسبه مقادیر 3و به این ترتیب رابطه مناسب براي حل عددي معادله دیفرانسیل ( به دست آمده است.  یدر هر گام گسسته زمان (

رابطه براي حل عددي استفاده نمود و ابتدا توان به طور مستقیم از این لذا نمیوجود دارد،  n) اندیس 12البته چون در سمت راست معادله (

ix(tرا محاسبه کند و در نهایت پاسخ ) 12در سمت راست رابطه ( nfکننده ایجاد کنیم تا مقدار بایستی یک جمله اصلاح در هر گام قابل  (

  راجع مربوط به حل عددي معادلات دیفرانسیل معمولی مراجعه کنید) (لطفاً براي مطالعه بیشتر به ممحاسبه خواهد بود. 

 : بشفورث-روش حل عددي آدامز -2

  که به طور صریح مقدار 12در معادله (براي اجتناب از مشکل به وجود آمده (x(n) بشفورث استفاده -توان از روش آدامزمیدهد، را نمی

ntاز گام زمانی  nt) به جاي 7در معادله (مولتون در این است که -فرق این روش با روش آدامزنمود.  1 شود و داریم: استفاده می  

)13 (                      n nf (x, t) a(t t ) b(t t ) c     2
1 1  

ntهاي در زمان cو  a ،bمحاسبه ضرایب مجهول چنین هم 1 ،nt 2  وnt 3 گیرد. صورت می  

فرآیند را انجام دهند و پس از محاسبات به رابطه شود دانشجویان این باشد که توصیه میمولتون می-بقیه فرآیند حل عددي مانند روش آدامز

 برسند:  بشفورث-براي روش حل عددي آدامز زیر

)41 (                   n n n

t
x(n) x(n ) f f f  


    1 2 31 23 16 5

12
  

 افزار در ادامه کد نوشته در نرمMATLAB  شود: ارائه می )2، در جدول ()1(براي حل عددي معادله دیفرانسیل  

  ). 1براي حل عددي معادله دیفرانسیل ( MATLABافزار کد نوشته شده در نرم .2جدول 
clear all; 
close all; 
clc; 
%%%%%%%%%%%%%5 TIME DOMAIN DISCRETIZATION  
t0 = 0;  
tf = 10;  
dt = 0.01; 
N = ceil((tf-t0)/dt); 
t = t0:dt:tf; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% PARAMETER DEFINITIONS 
k = 100; 
m = 1; 
c = 10; 
%%%%%%%%%%%%%% INITIAL VALUE ALLOCATIONS 
x1 (1) = 0; 
x2 (1) = 0.5; 
F  (1) = 0; 
f1 (1) = x2(1); 
f2 (1) = -(k/m)*x1(1)-(c/m)*x2(1)+(1/m)*F(1); 
  
x1 (2) = x1(1) + (dt/12)*(23*f1(1)); 
x2 (2) = x2(1) + (dt/12)*(23*f2(1)); 
F  (2) = 0; 
f1 (2) = x2(2); 
f2 (2) = -(k/m)*x1(2)-(c/m)*x2(2)+(1/m)*F(2); 
  



x1 (3) = x1(2) + (dt/12)*(23*f1(2)-16*f1(1)); 
x2 (3) = x2(2) + (dt/12)*(23*f2(2)-16*f2(2)); 
F  (3) = 0; 
f1 (3) = x2(3); 
f2 (3) = -(k/m)*x1(3)-(c/m)*x2(3)+(1/m)*F(3); 
  
%%%%%%%%%%%% ADAMS-BASHFORTH NUMERICAL SIMULATIONS 
for i = 3:length(t)-1 
    F(i) = 0; 
    f1(i) = x2(i); 
    f2(i) = -(k/m)*x1(i)-(c/m)*x2(i)+(1/m)*F(i); 
    x1(i+1) = x1(i) + (dt/12)*(23*f1(i)-16*f1(i-1)+5*f1(i-2)); 
    x2(i+1) = x2(i) + (dt/12)*(23*f2(i)-16*f2(i-1)+5*f2(i-2)); 
end 
figure (1) 
plot (t,x1) 
figure (2) 
plot (t,x2) 
figure (3) 
plot (x1,x2) 

  منحنی پاسخ مکانx(t)  و سرعتx(t) بر حسب زمان t یا چنین مسیر حرکت و هم)trajectory ()x2  بر حسبx1 (هاي کد خروجی

  کنید. ) ملاحظه می6) و (5)، (4(هاي مذکور خواهند بود که به ترتیب در شکل

 

tبر حسب زمان، در بازه  پاسخ مکانمنحنی تغییرات  .4شکل  [ , ] 1  ثانیه .  

 

tبر حسب زمان، در بازه  سرعتمنحنی تغییرات پاسخ  .5شکل  [ , ] 1  ثانیه .  

  

t)، در بازه trajectoryمنحنی تغییرات مسیر حرکت (یا  .6شکل  [ , ] 1  ثانیه . 


