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  ۱مساله شماره پاسخ 

  الف:  قسمت پاسخ

  توجه داریم که متغیرهاي حالت سیستم عبارتند از: 
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  ), خواهیم داشت: 1-1با توجه به تعریف متغیرهاي حالت سیستم به صورت رابطه (
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در رابطه فضاي حالت,  �̇�شود؛ براي محاسبه مشتق مرتبه اول متغیر حالت دوم یعنی: همان طور که در رابطه فوق ملاحظه می

نیاز داریم که گشتاور سیستم را حول محور گذرنده از لولا محاسبه کنیم. براي این منظور دیاگرام آزاد نیروهاي وارده بر سیستم را 

  ) ترسیم کرده و داریم: 1- 1مطابق شکل (
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   دیاگرام آزاد نیروهاي وارده بر سیستم. .1-1شکل 

 )1 -3 (                     ∑ � � = ���  →    �� =̈ [− �� × � − �(asin(�)− �)× �]  

  سازي کردن رابطه فوق داریم: که با ساده
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  و در نتیجه داریم: 
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  و لذا فضاي حالت این سیستم غیرخطی عبارت است از: 
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  استفاده کرده و داریم:  ژاکوبین , از ماتریس)6- 1سازي رابطه (خطی يارکه ب
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  خطی عبارت است از:  و لذا معادلات فضاي حالت سیستم
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  ب: قسمت پاسخ 

=(�)�براي محاسبه تابع تبدیل سیستم از رابطه 
�(�)

�(�)
= �(�� − �)��� + (توجه داریم که رابطه شود: استفاده می �

�مستقیم بین زاویه خروجی  = �سرعت ورودي و  � = �نداریم و لذا  ̇� =  ) است 0
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��)سازي رابطه فوق, ابتدا به محاسبه براي ساده −   پردازیم: می ��(�
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�با توجه به فرم ماتریس  نکته: = [1 0 �و  [0 = �
0
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��)که به ترتیب از سمت چپ و راست در ماتریس  � − �)�� 

1ضرب خواهند شد, فقط کافی است که درایه  × ��)در ماتریس الحاقی  3 − را محاسبه کنیم و نیازي به محاسبه بقیه  (�

  ها ندارد. درایه

  اند: هاي ماتریس الحاقی محاسبه شدهتمام درایه آموزشی دارد,جا براي این که جنبه این
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  سیستم عبارت است از:  و در نهایت؛ تابع تبدیل بین ورودي و خروجی
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  ۲مساله شماره پاسخ 

  الف: قسمت پاسخ 

=(�)�با توجه به تابع تبدیل 
�

���
+

���

(���)���
��هاي قطب در مکان 3, این سیستم داراي  = − �,�� و 3 = − 2 ± 3� 

� مقدار ویژه 3راي دا شده,حاصل از تحقق فضاي حالت براي تابع تبدیل داده �است. لذا بایستی ماتریس  = {−3,−2 ± 3�} 

  باشد. 

��شان برابر پیشنهادي به صورت بلوکی هستند و یکی از مقادیر ویژه �توجه داریم که هر دو ماتریس  = − براي محاسبه است.  3

  را به صورت زیر در نظر گرفت:  ��یافته هاي کاهشدو مقدار ویژه دیگر, باید ماتریس
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  پردازیم: می ���و  ���هاي جدید حالا به بررسی مقادیر ویژه این ماتریس
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  داده شده, عبارت است از:  (�)�براي تحقق فضاي حالت از تابع تبدیل  �لذا بدیهی است که ماتریس مناسب 
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  ب: قسمت پاسخ 

�����جایی که سیستم داراي سه مقدار ویژه متمایز است, لذا مودهاي رفتاري آن عبارتند از: از آن = لذا براي این . ������

�����عبارتند از: آن مودهاي رفتاري  سیستم, :{����,����sin(3�),����cos(3�)} .  

   :جقسمت پاسخ 

  توان نمایش داد: فضاي حالت بلوکی سیستم را به صورت رابطه زیر می
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=(�)�با توجه به تابع تبدیل 
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  رابطه زیر برقرار است: شود که ملاحظه می, 
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  : سوم فضاي حالت به صورت زیر است معادله واست.  
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����در رابطه فوق کاملاٌ دلخواهی بوده و تنها بایستی شرط  ��و  ��توجه شود که انتخاب  =   ارضاء شود.  1

  با معادلات فضاي حالت به صورت زیر باقی مانده است:  2حالا در ادامه فقط یک سیستم رسته 
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�( ��و  ��حالا بایستی مقادیر ضرایب  = ه با دو مجهول غیرخطی کرد که رابطه دو معادلاي انتخاب را به دلخواه و به گونه) 1,2

  تواند باشد: زیر مینهایت انتخاب به صورت همواره صادق باشد. مثلاً یکی از بی فوق, )7-2حاصله از رابطه (
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  و لذا داریم: 
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   :د قسمت پاسخ

) 1-2دیاگرام جریانی سیستم در شکل (کنیم. استفاده می )9-2(براي ترسیم دیاگرام جریانی سیستم از معادلات فضاي حالت 

  ترسیم شده است. (فرضاً شرایط اولیه همگی برابر با صفر هستند) 

  
  ). 9-2دیاگرام جریانی براي سیستم با معادلات فضاي حالت رابطه ( .1-2شکل 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



  ۳مساله شماره پاسخ 

  الف:  قسمت پاسخ

  مقادیر ویژه: 

 

��)detبراي محاسبه مقادیر ویژه از رابطه  − �)= �برابر  �شود. با توجه به این که ماتریس استفاده می 0
6 4 0
−9 −6 0
4 3 0
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  خواهیم داشت:  است,
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��که با حل معادله فوق, سه مقدار ویژه تکراري به صورت  =   داریم.  {0,0,0}

  ویژه:  هايبردار

���)ابتدا رتبه ماتریس  −   کنیم: را محاسبه می (�
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�توجه داریم که در رابطه فوق,  = �بوده و لذا داریم:  �برابر مرتبه ماتریس  3 = . در نتیجه تعداد بردارهاي ویژه مستقل 1

��خطی متناظر با  =   یافته خواهیم داشت. لذا دو بردار ویژه تعمیمتا است.  �, 0

�چنین توجه داریم که در این حالت, تعداد هم = ��بلوك جردن متناظر با مقدار ویژه  � = قطري - شبه �در ماتریس  �

   خواهیم داشت.

�ابتدا همان  =   یابیم: بردار ویژه مستقل را می 1
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  شود: از رابطه زیر پیدا می )(��)�( یافته اولبردار ویژه تعمیم
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  شود: ) از رابطه زیر پیدا می(��)�( یافته دومو بردار ویژه تعمیم
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  دیاگرام جریانی: 

  کنیم: براي ترسیم دیاگرام جریانی سیستم از معادلات فضاي حالت آن استفاده می
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  ) ترسیم شده است. (فرضاً شرایط اولیه همگی برابر با صفر هستند) 1-3دیاگرام جریانی سیستم در شکل (

  
  ). 6-3دیاگرام جریانی براي سیستم با معادلات فضاي حالت رابطه ( .1-3شکل 

  پاسخ قسمت ب: 

  آوریم: ) به دست می6- 3را از معادله فضاي حالت ( �و  �, �, �ابتدا 
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=(�)�براي محاسبه تابع تبدیل از رابطه حالا  �(�� − �)��� +  �(توجه داریم که ماتریس کنیم و داریم: استفاده می �

  مخالف صفر است) 
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��)در ادامه ابتدا  −   آوریم: را به دست می ��(�
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  و در نتیجه: 
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  عبارت است از:  (�)�و لذا تابع تبدیل 
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  سازي رابطه فوق داریم: و با ساده
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  ج: پاسخ قسمت 

  هاي سیستم عبارتند از: پذیر, تحقق ماتریسابتدا توجه داریم که در فرم کانونیکال کنترل

  پذیر: تحقق فرم کانونیکال کنترل

  : پذیرو فرم تحقق کنترل تابع تبدیلفرم 
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  ) داریم: 7-3لذا براي سیستم داده شده با فضاي حالت (

)3-16 (                �(�)=
�(�)

�(�)
=

�������������

��
  ⟹    �

�� = 0 �� = 0 �� = 0

�� = − 9 �� = − 42 �� = − 8
  

)3-17 (                       
�� = �

0 1 0
0 0 1
0 0 0

�             �� = �
0
0
1
�

�� = [−9 −42 − 8] � = 4    

 

  و یا: 

)3-18 (                  �
�̇(�)= �
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0 0 1
0 0 0

� �(�)+ �
0
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1
� �(�)

�(�)= [−9 −42 − 8]� + [4]�(�)

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 
  

  

  



  ۴مساله شماره پاسخ 

  الف: پاسخ قسمت 

=(�)��با توجه به این که دو تابع تبدیل 
��(�)

�(�)
=(�)��و  

��(�)

�(�)
=(�)��به صورت  توان دو ورودي, لذا میداریم  و  (�)��

��(�)=   داریم: را در نظر گرفت و لذا  (�)��

)4-1 (               
��(�)= ��(�)

��(�)= ��(�)
  ⟹   ��×�(�)= �

��(�)

��(�)
� = �

��(�)

��(�)
�  →    �(�)= �

1 0
0 1

� �
��(�)

��(�)
�  

  عبارت است از:  �و ماتریس 

)4-2 (                            � = �
1 0
0 1

�  

=(�)�×��حالا با کمک رابطه  �(�� − �)��� + (توجه کنید که آیند: به دست می (�)��و  (�)��, توابع تبدیل �

  برابر صفر است)  �ماتریس 

)4-3 (                    ��×�(�)= �
1 0
0 1

� �� �
1 0
0 1

� − �
��� ���
��� ���

��
��

�
��
��
�  

��)در ادامه؛ ابتدا به محاسبه  −   پردازیم: می ��(�

)4-4 (                  (�� − �)�� = �
� − ��� − ���
− ��� � − ���

�
��

=
�

�
����� ����
���� �����

�
�
� − ��� + ���
+ ��� � − ���
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  و لذا داریم: 
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  ) داریم: 5-4سازي رابطه (که با ساده

)4-6 (   ��(�)=
��(�)

�(�)
= ���(�)=

��(�����)������

�
����� ����
���� �����

�
=

����(�����������)

(�����)(�����)�������
=

����(�����������)

���(�������)��(�������������)
  

)4-7    (��(�)=
��(�)

�(�)
= ���(�)=

��(�����)������

�
����� ����
���� �����

�
=

����(�����������)

(�����)(�����)�������
=

����(�����������)

���(�������)��(�������������)
  

  : بپاسخ قسمت 

  معادله فضاي حالت این سیستم زمان گسسته (بدون ورودي) عبارت است از: 

)4-8 (                     ��×�(� + 1)= �
��(� + 1)

��(� + 1)
� = �

− 1 1
0 −1

� �
��(�)

��(�)
�  

=(0)�چنین شرایط اولیه سیستم به صورت هم �� = �
0
1
  داده شده است.  �

�)�دانیم پاسخ یک سیستم زمان گسسته با معادلات فضاي حالت می + 1)= عبارت است از:  ,��ولیه و شرایط ا (�)��

  (بدون ورودي) 

)4-9 (                               �(�)= Φ(�)�� 

  پردازیم: لذا ابتدا به محاسبه این ماتریس میباشد. ماتریس انتقال حالت زمان گسسته می (�)Φکه در آن 

)4-10 (  Φ(�)= ���{(�� − �)���}= ��� ��� �
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��

�� = ��� ���
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0 � + 1
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�� 

  سازي رابطه فوق داریم: و پس از ساده

)4-11 (     Φ(�)= ��� �
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  و یا داریم: 

)4-12 (                  Φ(�)= ��� ��
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  ها استفاده کرده و داریم: از روش مانده �در ادامه براي سادگی محاسبه معکوس تبدیل 

��� �
�

(� + 1)�
� = ������� �

�

(� + 1)�
× ����� = ������� �

��

(� + 1)�
�

=
1

(2 − 1)!
lim
�→ ��

����

�����
�(� + 1)�
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(� + 1)�
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)4-13 (                   ��� �
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  ن داریم: یچنو هم

��� �
�

� + 1
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� + 1
× ����� = ������� �

��

� + 1
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)4-14 (                    ��� �
�

���
� = lim

�→ ��
�� = (−1)� 

  عبارت است از:  (�)Φو لذا ماتریس انتقال حالت زمان گسسته 

)4-15 (                     Φ(�)= �−1{(�� − �)−1�}= �
(−1)� �(−1)�

0 (−1)�
�  

  و در نهایت پاسخ بردار حالت سیستم زمان گسسته برابر است با: 

)4-16 (              �(�)= Φ(�)�� = �
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