
  
Prof, A. A. Jafari 

 

Continuous Vibrations 
 

Solutions #01  

  

  

School of Mechanical Engineering  

Dynamics and Control   
2017-2018   

 
TA: Hamid Rahmanei  

 

  وال شماره یک پاسخ س

  الف:  قسمت پاسخ

  : ����انرژي پتانسیل کل سیستم، 

گونه تغییر بوده و لذا هیچ �در حین حرکت ارتعاشی خود، مقید به حرکت افقی در راستاي  ��با توجه به شکل، واضح است که ارابه به جرم 

  ن برابر صفر است. نخواهد داشت. در نتیجه انرژي پتانسیل آارتفاعی 

   برابر است با: �ي پتانسیل ذخیره شده در فنر با ثابت انرژ
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  شود. پتانسیل آن برابر صفر می انرژيبدون جرم در نظر گرفته شده است،  ��چون میله 

ي داراي انرژتوان گفت که مرکز جرم دیسک یکنواخت در حین حرکت ارتعاشی، هیچ تغییر ارتفاعی ندارد، لذا میاز ارابه  �چنین نقطه هم

  : ابر با یک پاندول ساده استبر پتانسیلی

)1-2 (                           �����= ���(� + �)(1 − cos�) 

  و در نهایت، انرژي پتانسیل کل سیستم عبارت است از: 
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�انرژي جنبشی کل سیستم،  ��� :  

  انرژي جنبشی ارابه برابر است با: 
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با توجه به فرض بدون جرم بودن چنین؛ همجنبشی آن برابر با صفر است.  بدون جرم است، لذا انرژي �شود فنر با ثابت جایی که فرض میاز آن

  ، انرژي جنبشی آن نیز برابر با صفر است. ��میله 

لذا انرژي جنبشی حرکت دورانی بوده و هم داراي حرکت خطی است،  دانیم در حین حرکت ارتعاشی این سیستم، مرکز جرم دیسک هم دارايمی

  شود: از دو قسمت تشکیل میآن 
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  انرژي جنبشی دورانی دیسک: 

کنیم سرعت دورانی دیسک حول محل تماسش با ارابه برابر فرض می
�
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� =   ) توجه کنید. 1به شکل (باشد.  ̇�
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  . �به اندازه  دایروي ارابهدوران دیسک بر روي سطح نیم .1شکل 

  :  �و  �رابطه بین 

  باشد!) یک مختصات مستقل جدید نمی �یم: (زاویه دارشده توسط نقطه تماس دیسک با ارابه، با توجه به طول کمان پیموده
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  ، برابر است با: ⃗���در نتیجه بردار سرعت دورانی مطلق دیسک، 
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  و در نتیجه انرژي جنبشی دورانی دیسک عبارت است از: 
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  دیسک:  ي جنبشی انتقالیانرژ

  ) توجه کنید. 2به شکل (نوشت:  )9-1کمک رابطه سرعت نسبی به صورت رابطه ( بهتوان سرعت خطی مطلق براي مرکز جرم دیسک را می
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  سرعت خطّی مطلق براي دیسک در حین حرکت ارتعاشی.  بردار محاسبه .2شکل 

)1-9 (                |�⃗|� = �̇� + (� + �)��̇� + 2(�)̇ �(� + �)�̇� cos(�)  

  دیسک عبارت است از: و در نتیجه انرژي جنبشی انتقالی 
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  و در نهایت، انرژي جنبشی کل سیستم عبارت است از: 
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  ب:  قسمت پاسخ

�درجه آزادي ( � سیستم ها و شکل مودها طبیعی هربراي محاسبه فرکانس ≥   ) استفاده کنیم: 12-1(بایستی از رابطه ؛ )2



)1-12 (                      det{[�] − ��[�]} = 0  

درجه آزادي را به دست  �سیستم  [�] و فنریت [�] هاي جرمشود، بایستی ابتدا ماتریسطور که به وضوح در رابطه فوق ملاحظه میهمان

  توانیم: میاي این منظور برآوریم. 

  یا از ضرایب تاثیر نرمی و سفتی و ... استفاده کنیم،  -1

����هاي جنبشی و پتانسیل سیستم را به فرم ماتریسی توان انرژيیا می -2 =
�

�
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  نوشت.  ⃗�[�]�⃗� 

  سازي کنیم و فرم ماتریسی معادلات حرکت خطی را بنویسیم. حرکت سیستم را به دست آورده و سپس آن را خطیتوانیم ابتدا معادله یا می -3

  کنیم. مثلاً ما اینجا روش سوم را استفاده می

وش از رایم، ) به دست آوردهالفهاي جنبشی و پتانسیل آن را در قسمت (براي نوشتن معادلات حرکت این سیستم؛ با توجه به این که انرژي

  براي این منظور ابتدا بایستی لاگرانژین سیستم را تشکیل دهیم:  کنیم.انرژي لاگرانژ استفاده می
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��یافته تعمیم سپس از رابطه لاگرانژ براي هر دو مختصات ≈ ��و  � ≈ کنیم تا به دو معادله دیفرانسیل به طور جداگانه استفاده می �

  معمولی مرتبه دو برسیم. 
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شدن آن براي این سیستم این است  . علت صفرهمواره برابر صفر نیست)، 14-1توجه شود که طرف سمت راست در رابطه لاگرانژ ( نکته:

  گردد. که کار نیروهاي ناپایستار در این سیستم برابر صفر است و در ضمن هیچ تحریک خارجی به سیستم وارد نمی

  : �براي مختصه 
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���� +̇ ��� +̇ ��(� + �)�̇ cos(�)� − {−��} = 0  ⟹ 

(�� + ��)�̈ + ��(� + �)��̈ cos(�) − �̇� sin(�)� + �� = 0 

  سازي و مرتب کردن رابطه فوق داریم: که پس از ساده

)1-15 (              (�� + ��)�̈ + (��(� + �) cos(�))�̈ − ��(� + �) sin(�)�̇� + �� = 0  

  : �براي مختصه 
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(� + �)�� +̇ ��(� + �)��̇ + ��(� + �)� ċos(�)� − �−��(� + �)��̇̇ sin(�) − ���(� + �) sin(�)� = 0  ⟹ 
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(� + �)��̈ + ��(� + �)��̈ + ��(� + �)��̈ cos(�) − ��̇ ṡin(�)� + ��(� + �)��̇̇ sin(�) + ���(� + �) sin(�) = 0 

  سازي و مرتب کردن رابطه فوق داریم: که پس از ساده

)1-16 (             (��(� + �) cos(�))�̈ + �
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  آید: ) به دست می17-1(و در نتیجه دستگاه معادلات دیفرانسیل غیرخطّی حاکم بر ارتعاشات سیستم دو درجه آزادي به صورت رابطه 
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چنین و هم) �بدیهی است که دلیل غیرخطی بودن معادلات فوق، حضور جملات سینوس و کسینوس یکی از متغیرهاي میدانی مسئله (یعنی: 

  است. ) �̇�جملات با توان بالا (مثلاً: 



و حرکت خطی است. در این  اندبسیار کوچک �و  �هاي مختصات شود که جابجایی)، فرض می17-1حالا در ادامه براي خطی کردن معادلات (

(�)sinصورت  ≈ (�)cosبوده و  � ≈   است. با این توضیحات داریم:  1
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  ) عبارت است از: 18-1، فرم ماتریسی معادلات (�
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  هاي جرم و فنریت عبارتند از: و لذا ماتریس
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  هاي طبیعی و شکل مودها: فرکانس

  شود که مقادیر پارامترهاي این سیستم به صورت زیر باشند: در ادامه براي ساده کردن محاسبات، فرض می
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) مورد نیاز هستند، عبارتند 12-1جرم و فنریت که براي حل معادله فرکانسی (هاي ماتریسبا در نظر گرفتن این مقادیر براي پارامترهاي سیستم، 

   از:
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  آیند: هاي طبیعی از رابطه زیر به دست میو در نتیجه فرکانس
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  در ادامه براي محاسبه شکل مودهاي طبیعی داریم: 
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  از:  و دوم عبارتند شکل مود طبیعی اول و در نهایت،شکل مودهاي طبیعی سیستم یا بردارهاي ویژه آن هستند.  ��
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  سوال شماره دو پاسخ 

  پاسخ قسمت الف: 

  : ����انرژي پتانسیل کل سیستم، 

نرژي اکند، لذا انرژي پتانسیل آن برابر صفر است. در حین حرکت نوسانی خود، هیچ تغییر ارتفاعی را تجربه نمی ��جایی که ارابه به جرم از آن

  پتانسیل فنر  برابر است با: 
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 گیریم. تاثیري ندارد و لذا آن را در نظر نمی در معادلات ارتعاش سیستم ��چنین انرژي پتانسیل گرانشی جرم هم

  نیز انرژي پتانسیل برابر است با:  �براي فنر 
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  کل سیستم عبارت است از:  و در نهایت، انرژي پتانسیل
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�انرژي جنبشی کل سیستم،  ��� :  

  برابر است با:  ��انرژي جنبشی ارابه به جرم 
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  برابر است با:  ��و انرژي جنبشی جسم به جرم 
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  توجه کنید. ) 3به شکل (، �⃗�در رابطه فوق،  ��براي به دست آوردن سرعت مطلق جسم به جرم 
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  . ��محاسبه بردار سرعت خطّی مطلق جسم به جرم  .3شکل 

  برابر است با:  ��و لذا انرژي جنبشی جسم به جرم 
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  و در نهایت، انرژي جنبشی کل سیستم عبارت است از: 
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  لاگرانژین سیستم برابر است با: ) به آن اشاره شده است)، الفهاي دو جسم، (که در صورت سوال قسمت (در ادامه با فرض برابر بودن جرم

)2-8 (             � = ���� − ���� =
�����

�
��̇

� +
��

�
��̇

� − ���
� −

�

�
(�� + ��)� 



⃗�یافته برابر در ادامه با فرض بردار متغیرهاي تعمیم = �
��

��
براي یافتن معادلات دیفرانسیل حاکم بر ارتعاش سیستم، از معادله لاگرانژ استفاده ، �

  کنیم. می

  داریم:  ��یافته براي متغیر تعمیم

�
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{(�� + ��)��̇} − {−2��� − �(�� + ��)} = �(�) 

  سازي رابطه فوق، خواهیم داشت: که با ساده

)2-9 (                     (�� + ��)�̈� + 3��� + ��� = �(�)  

  داریم:  ��یافته براي متغیر تعمیم

�
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{����̇} − {−�(�� + ��)} = 0 

  سازي رابطه فوق، خواهیم داشت: که با ساده

)2-10 (                                ���̈� + ��� + ��� = 0  

  سیستم عبارتست از: و در نهایت معادلات دیفرانسیل 
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  نویسیم: یافته سیستم می) را با توجه به تعریف بردار متغیرهاي تعمیم11-2حالا فرم ماتریسی معادلات دیفرانسیل (
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  فرکانس طبیعی و شکل مودها: 

  نویسیم: معادله ارتعاش آزاد را به صورت زیر میشوند، لذا هاي طبیعی و شکل مودها در ارتعاش آزاد محاسبه میدانیم فرکانسمی
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  )، ماتریس جرم و فنریت سیستم عبارتند از: 13-2با توجه به معادلات ماتریسی (
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  و معادله فرکانسی سیستم عبارت است از: 
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  کنیم و خواهیم داشت: را اعمال می 
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  هاي طبیعی سیتسم عبارتند از: و در نتیجه فرکانس
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  در ادامه براي محاسبه شکل مودهاي طبیعی داریم: 

)2-16 (                           {[�] − ��
�[�]} �

��
�

��
�� = �

0
0

�  

��که در آن  = �
��

�

��
  شکل مودهاي طبیعی سیستم یا بردارهاي ویژه آن هستند. و در نهایت، شکل مود طبیعی اول و دوم عبارتند از:  ��
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  پاسخ قسمت ب: 

(�)�که نیروي تحریک خارجی هارمونیک با فرض این = �� sin(��)  ارتعاشی دو درجه آزادي خطی  در این سیستم ��به جسم به جرم

کل سیستم با فرکانس تحریک خارجی  steady-stateدر حالت پایدار یا گاه آن ؛که شرایط اولیه سیستم برابر صفر باشد)(با فرض این وارد شود

 در حالت پایدار عبارت است از:  (�)��و  (�)��معناي این حرف آن است که پاسخ کند. ، شروع به نوسان می�
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  )، خواهیم داشت: 12-2) فوق، در معادله ارتعاش اجباري (19-2از رابطه ( (�)��و  (�)��حالا با جانشانی 
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  سازي نموده و خواهیم داشت: در ادامه  را از طرفین رابطه فوق ساده

)2-21 (                  ��
3� �
� �

� − �� �
2� 0
0 �

�� �
�
�

� = �
��

0
�  

  توان به سادگی محاسبه کرد: را می �و  �هاي مجهول ،)21-2حالا در رابطه (
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  عبارتند از:  (�)��و  (�)��ذا پاسخ حالت پایدار لآیند. به دست می �و  �هاي مجهول و به این ترتیب، دامنه
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  پاسخ قسمت ج: 

باعث کمینه شدن اگر تحریک خارجی با آن فرکانس به سیستم اعمال شود، ) است که �فرکانس تحریک خارجی ( طبق تعریف فرکانس جاذب؛

  گردد. دامنه ارتعاش آن قسمت از سیستم که تحریک به آن اعمال شده بود می

عاش باید پاسخ ارتکمینه شود. لذا طبق تعریف فوق، بایستی دامنه ارتعاش ارابه (چون نیروي تحریک خارجی هارمونیک به آن اعمال شده است) 

  را بررسی کنیم:  (�)��
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  : )ضد تشدیدجاذب (فرکانس براي محاسبه فرکانس  راه حل دوم

(�)��( طبق تعریف باید دامنه ارتعاش ارابه برابر با صفر شود = . لذا سیستم دیگر دو درجه آزادي نیست، بلکه یک درجه آزادي است و )0

��فقط شامل یک جسم به جرم  = آویزان شده است و لذا فرکانس تحریک جاذب (فرکانس تحریک  � آلاست که از یک فنر خطی ایده �

   ضد تشدید) برابر است با:
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