
الͽوریتم طراحͬ درس
٩٧ زمستان طوسͬ نصیرالدین خواجه صنعتͬ دانشͽاه ریاضͬ. دانشͺده

پایدار ازدواج برای الͽوریتمͬ

مسئله توصیف ١
تطابق ͷی باشند. زن n مجموعه W = {w1, . . . , wn} و مرد n مجموعه M = {m1, . . . ,mn} کنید فرض
عبارت به باشند. نداشته اشتراک زیرمجموعه این در زوج دو هیچ بطوریͺه M×W از زیرمجموعه ای W و M میان
ͷی تشͺیل مرد ͷی با تنها زن (هر باشد صادق نیز آن بالعکس و دهد زوج ͷی تشͺیل زن ͷی با تنها مرد هر دیͽر،

ͬ دهد. م نشان را مردان و زنان مجموعه میان تطابق ͷی زیر شͺل دهد.) زوج

است؟ تعریف قابل مردان و زنان میان مختلف تطابق چند سوال:

طور همین باشد. کرده مرتب آنها با ازدواج به تمایل میزان حسب بر را زنان مجموعه مرد، هر کنید فرض حال
mi ∈ M هر دیͽر، عبارت به است. کرده مرتب آنها با ازدواج به تمایل میزان حسب بر را مردان مجموعه زن هر
کرده مرتب خود دلخواه به را M مجموعه wi ∈ W هر همچنین است. کرده مرتب خود دلخواه به را W مجموعه

باشند. زیر بصورت ͬ تواند م علاقه مندی لیستهای مثال برای است.

m1 m2 m3 w1 w2 w3

w1 w2 w2 m1 m1 m3

w3 w3 w1 m2 m3 m2

w2 w1 w3 m3 m2 m1

تمایل هم) با دو (هر زنͬ و مرد زوج هیچ آن در که است تطابقͬ پایدار) ازدواج (یا پایدار تطابق ͷی تعریف:
دهند. تشͺیل جدید زوج ͷی و کرده ترک را خود کنونͬ پیوند که باشند نداشته

همسر w2 ولͬ باشد w2 با که دارد تمایل m2 اگرچه ͬ دهد. م نشان را پایدار ازدواج ͷی بالا شͺل مثال، برای
است. صادق هم w3 و m3 مورد در رابطه همین ͬ دهد. م ترجیح m2 به را خود کنونͬ

دارد؟ وجود پایدار ازدواج ͷی همیشه آیا سوال:

١



کرد؟ پیدا سریع الͽوریتم ͷی با را آن ͬ توان م آیا پایدار ازدواج وجود صورت در سوال:

گیل‐ الͽوریتم ادامه در است. شده شناخته stable marrage پایدار ازدواج مسئله عنوان تحت مسئله این
هر که ͬ شود م نتیجه الͽوریتم این از ͬ کنیم. م ارائه پایدار ازدواج ͷی کردن پیدا برای را Gale - Shapley شاپلͬ

دارند. مثبت جواب بالا سوال دو

پایدار ازدواج برای شاپلͬ ‐ گیل الͽوریتم ٢

است: زیر بصورت شاپلͬ گیل‐ الͽوریتم بالای سطح توصیف

هستند. مجرد مردان و زنان همه آغاز در . ١

بده: انجام را زیر اعمال است، نرفته زنان همه خواستگاری به که دارد وجود مجرد مردی زمانیͺه تا . ٢

باشد. مردی چنین m کنید فرض (آ)
است. نرفته آن خواستگاری به m هنوز که m لیست در باشد زنͬ بالاترین w کنید فرض (ب)

ͬ شود. م ایجاد (m,w) زوج است، مجرد w اگر (ج)
دارد: وجود حالت دو است. کرده ازدواج قبلا مردی با w صورت، این غیر در (د)

ͬ ماند. م مجرد m حالت این در ͬ دهد. م ترجیح m به را خود کنونͬ همسر w •
ایجاد (m,w) جدید زوج حالت این در ͬ دهد. م ترجیح خود کنونͬ همسر به را m ،w •

ͬ شود. م مجرد w قبلͬ همسر و ͬ شود م

کن. گزارش جواب عنوان به را S باشد. بالا حلقه انتهای در موجود زوجهای مجموعه S کنید فرض . ٣

شاپلͬ ‐ گیل الͽوریتم تحلیل ٣

ͬ بریم. م بͺار مرد برای را m و زن برای را w حرف زیر در

(هیچͽاه ͬ ماند م باقͬ ازدواج حالت در الͽوریتم انتهای تا ͬ کند م ازدواج بار اولین برای زمانیͺه از w :١ نکته 
ͬ گردد). نم باز مجرد وضعیت به

ͬ شوند. م بهتر و بهتر الͽوریتم طول در w نامزدهای دنباله :٢ نکته 

ͬ شوند. م بدتر و بدتر الͽوریتم طول در ͬ رود م آنها خواستگاری به m که زنانͬ دنباله :٣ نکته 

ͬ شود. م اجرا بار n2 حداکثر ( . ٢ دستور (اعمال الͽوریتم اصلͬ حلقه :١ لم
ͬ شود. م اجرا بار n2 حداکثر اصلͬ حلقه پس ͬ رود. م زن n خواستگاری به حداکثر مرد هر و داریم مرد n اثبات:

است. نرفته خواستگاری اش به که دارد وجود زنͬ حتما آنگاه باشد، مجرد الͽوریتم از مرحله ای در m اگر :٢ لم

٢



نقطه این در ١ نکته به بنا باشد. رفته زنها همه خواستگاری به که دارد وجود مجرد مردی که کنید فرض اثبات:
نیست. پذیر امͺان این داریم مجرد مرد ͷی حداقل چون اما باشند. متاهل باید زنان همه

الͽوریتم خروجͬ دیͽر عبارت به ͬ گرداند. برم را زنان و مردان میان تطابق ͷی شاپلͬ ‐ گیل الͽوریتم نتیجه:
است. تطابق ͷی S

است. پایدار تطابق ͷی شاپلͬ گیل الͽوریتم جواب قضیه:
S در (m′, w′) و (m,w) زوجهای یعنͬ نباشد. پایدار تطابق ͷی الͽوریتم خروجͬ که کنید فرض اثبات:

بطوریͺه  هستند

ͬ دهد. م ترجیح w به را w′ ،m •

ͬ دهد. م ترجیح m′ به را m ،w′ •

آیا (m,w) زوج تشͺیل از قبل آیا ͬ پرسیم م حال است. بوده w به m ازدواج پیشنهاد آخرین که دید ͬ توان م براحتͬ
خود لیست ترتیب به مرد هر الͽوریتم طبق چون ͬ آید. م پیش تناقض باشد نرفته اگر است؟ رفته w′ خواستگاری به m
خواستگاری به w از خواستگاری از قبل باید پس ͬ دهد م ترجیح w به را w′ ،m چون ͬ رود. م زنان خواستگاری به
w′ لابد است. شده رد m خواستگاری حتما باشد. رفته w′ خواستگاری به m کنیم فرض بیایید حال باشد. رفته w′

همسر پس ͬ شوند. م بهتر و بهتر زنان همسر ١ نکته به بنا است. داده ترجیح m به را او که بوده مردی با ازدواج در
است. تناقض در ازدواج بودن ناپایدار بر مبنͬ ما فرض با این اما باشد. m از بهتر w′ دید از باید m′ یعنͬ w′ نهایی

است. پایدار S نتیجه در ͬ آید. م پیش تناقض صورت هر در پس

شاپلͬ ‐ گیل الͽوریتم جواب کیفیت ٣ . ١

باشیم؟ داشته پایدار تطابق چند دارد امͺان آیا سوال:
دارد. وجود زیر مثال برای پایدار تطابق دو مثال برای بله. جواب:

A B C 1 2 3

1 2 3 C B C
2 3 1 B C A
3 1 2 A A B

(A, 1), (B, 2), (C, 3) پایدار: تطابق ͷی
(A, 3), (B, 2), (C, 1) دیͽر: پایدار تطابق ͷی

است. 3 و 2 و 1 سود به دوم پایدار تطابق حالیͺه در است C و B و A سود به اول پایدار تطابق

است؟ طرفین از ͬͺی نفع به شاپلͬ ‐ گیل الͽوریتم جواب آیا سوال:
ͬ پردازیم. م مسئله این تحلیل به زیر در ͬ کند. م عمل مردان نفع به کاملا شاپلͬ ‐ گیل الͽوریتم بله. جواب:

به است. m برای معتبر ͷشری ͷی w که ͬ گوییم م آنگاه باشد، پایدار تطابق ͷی در (m,w) زوج اگر تعریف:
است. w برای معتبر ͷشری ͷی m طریق، همین

تطابق هیچ چون باشد A برای معتبر ͷشری ͷی ͬ تواند نم 2 اما هستند. A معتبر شرکای 3 و 1 بالا، مثال در
کنید) بررسͬ را (این باشد. (A, 2) زوج شامل که ندارد وجود پایداری

(m دیدگاه (از ͬ کنیم. م تعریف m معتبر ͷشری بهترین را best(m) تعریف:

٣



دیͽر عبارت به است. کرده ازدواج خود معتبر ͷشری بهترین با مرد هر شاپلͬ ‐ گیل الͽوریتم انتهای در قضیه:
است. کرده ازدواج best(m) با m هر

است. نکرده ازدواج best(m) با الͽوریتم انتهای در که دارد وجود m ͷی و نداده رخ اتفاق این کنید فرض اثبات:
حتما پس ͬ دهند، م ازدواج پیشنهاد بد به خوب از علاقه ترتیب به مردان چون باشد. w = best(m) کنید فرض
معتبر ͷشری ͷی که است باری اولین این که کنیم فرض ͬ توانیم م است. شده ترک یا شده رد w توسط m زمانͬ
ترک (یا شده رد الͽوریتم اجرای در خود معتبر ͷشری ͷی توسط که است مردی اولین m پس ͬ دهد. م رد جواب
،w که دارد وجود الͽوریتم از نقطه ای پس است. میان در (m′ (مثلا دیͽر مرد ͷی پای صورت هر در است. شده)

است. داده ترجیح m به را m′

m′ >w m (١)

(m,w) شامل که دارد وجود پایدار ازدواج ͷی پس است m برای معتبر ͷشری ͷی w چون دیͽر طرف از
پس است. کرده ازدواج w′ با m′ ͬ کنیم م فرض پایدار ازدواج این در ͬ گذاریم. م S ′ را پایدار ازدواج این اسم است.

است. زیر زوج دو شامل S ′

(m,w), (m′, w′)

ترک (یا ͬ شود م رد معتبر ͷشری ͷی توسط که است مردی اولین m الͽوریتم اجرای طول در کردیم فرض چون
پایدار S ′ چون است. نشده ترک یا رد معتبری ͷشری توسط هنوز ͬ کند، م ازدواج w با m′ که هنگامͬ پس ͬ شود) م
چون است داده ترجیح w′ به را w ،m′ که ͬ شود م نتیجه این از باشد. m′ برای معتبر ͷشری ͷی w′ بایستͬ است،

نتیجه در است. رفته او سراغ اول

w >m′ w′ (٢)

S ′ بودن پایدار فرض با تناقض در این است. ناپایدار S ′ که ͬ شود م نتیجه بͽذاریم، هم کنار که را (٢) و (١)
است. درست قضیه حͺم پس است.

است. کرده ازدواج خود معتبر ͷشری بدترین با زن هر الͽوریتم پایان در که داد نشان ͬ توان م طریق همین به

۴


