
٩٨ سال ‐ پاییز ترم ‐ صنایع) مهندس رشته دانشجویان (برای خط جبر
طوس نصیرالدین خواجه صنعت اه دانش

( ریاض ده (دانش جوهری حسین توسط: تدریس
استرنگ) (گیلبرت آن کاربردهای و خط جبر مرجع: کتاب

سوم هفته خلاصه ی

برداری فضای ١
را زیر شرایط که است ضرب و جمع عمل دو با بردارها از مجموعه ای F میدان روی S برداری فضای تعریف:

باشد. داشته

1. ∀u⃗, v⃗ ∈ S u⃗+ v⃗ ∈ S

2. ∀u⃗ ∈ S, ∀c ∈ F cu⃗ ∈ S

3. ∀u⃗, v⃗ ∈ S u⃗+ v⃗ = v⃗ + u⃗

4. ∀u⃗, v⃗ ∈ S u⃗+ (v⃗ + w⃗) = (v⃗ + u⃗) + w⃗

5. ∃ 0⃗ ∈ S, ∀u⃗ ∈ S u⃗+ 0⃗ = u⃗

6. ∀u⃗ ∈ S, ∃ − u⃗ ∈ S u⃗+−u⃗ = 0⃗

7. ∀u⃗, v⃗ ∈ S, ∀a, b ∈ F (a+ b)u⃗ = au⃗+ bu⃗, a(u⃗+ v⃗) = au⃗+ av⃗

8. ∀u⃗ ∈ S, ∀a, b ∈ F a(bu⃗) = (ab)u⃗

9. ∀u⃗ ∈ S, ∃ 1 ∈ F 1u⃗ = u⃗

برداری فضای از مثال: چند

حقیق اعداد میدان روی n بعد با بردارهای فضای Rn •

حقیق درایه های با n× n ماتریسهای همه مجموعه Mn×n(R) •

n درجه با متغیره ی های چندجمله  ای مجموعه Pn(R) •

αnx
n + αn−1x

n−1 + . . .+ α1x+ α0

زیرفضا ١. ١
اگر است برداری زیرفضای ی S ′ باشد. F میدان روی S برداری فضای از مجموعه زیر ی S ′ ⊆ S کنید فرض

∀u⃗, v⃗ ∈ S ′ u⃗+ v⃗ ∈ S ′

∀u⃗ ∈ S ′,∀a ∈ F au⃗ ∈ S ′

باشد. بسته الر اس ضرب و برداری جمع اعمال تحت S ′ ر دی عبارت به

١



است. صفر بردار حاوی حتما برداری فضای ی مهم: نکته

است. برداری زیرفضای ی م گذرد مبدا از که خط هر R2 فضای در دهید نشان
بردار دو کنید فرض دارند. را برداری زیرفضا برای شده گفته خاصیت دو خط روی نقاط دهیم نشان باید

باشیم. داشته باید پس م گذرد. مبدا از که باشند خط ی روی (u, v) ∈ R2 و (x, y) ∈ R2

ax+ by = 0
au+ bv = 0

که است روشن
a(x+ y) + b(y + v) = 0

c ∈ R هر برای داد نشان م توان ترتیب همین به است. مذکور خط روی هم (x, y) + (u, v) مجموع نتیجه در
زیرفضای ی ذرد ب مبدا از که خط هر که م کند ثابت این است. واقع مذکور خط روی هم (cx, cy) نقطه

است. برداری
است. برداری زیرفضای ی ذرد ب مبدا از که ابرصفحه هر Rn فضای در کل بطور

span اسپن ٢
ترکیبهای همه مجموعه به اصطلاحا باشند. F میدان برای Fn فضای در بردارهایی u1, . . . ,uk کنید فرض تعریف:

م شود. داده نمایش زیر نماد با و م شود گفته بردارها این اسپن مذکور بردارهای از حاصل خط

sp(u1, . . . ,uk) = {α1u1 + . . .+ αkuk | ∀i αi ∈ F}

٢



آنگاه باشند. R3 فضای در

40
1

 و

12
0

 بردار دو کنید فرض مثال:

sp(

12
0

 ,

40
1

) = {a

12
0

+ b

40
1

 | ∀a, b ∈ R}

است. Fn در برداری زیرفضای ی sp(u1, . . . ,uk) لم:
داریم sp(u1, . . . ,uk) در که v و u هر برای م دهیم نشان اثبات:

u+ v ∈ sp(u1, . . . ,uk)

∀c ∈ F, cu ∈ sp(u1, . . . ,uk)

که دارند وجود α1, . . . , αk ضرایب پس است sp(u1, . . . ,uk) در u چون

u = α1u1 + . . .+ αkuk

که دارند وجود β1, . . . , βk ضرایب ترتیب همین به

v = β1u1 + . . .+ βkvk

نتیجه در
u+ v = (α1 + β1)u1 + . . .+ (αk + βk)vk

است. واقع sp(u1, . . . ,uk) در u+ v پس

کرد. ثابت م توان ترتیب همین به هم را cu عضویت

cu = cα1u1 + . . .+ cαkuk

مثال: چند

• sp(

00
0

) = {

00
0

}
• sp(

 1
0
−2

) = {c

 1
0
−2

 ,∀c ∈ R} ⇒

 1
0
−2

 بردار امتداد در خط ی

• sp(

 1
0
−2

 ,

 2
0
−4

) = {c

 1
0
−2

 ,∀c ∈ R}
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• A =


1 1 2
2 1 3
3 1 4
4 1 5

 , C(A) = sp(


1
2
3
4

 ,


1
1
1
1

 ,


2
3
4
5

) = sp(


1
2
3
4

 ,


2
3
4
5

)
• A =

[
1 2 3
0 0 4

]
, C(A) = sp(

[
1
0

]
,

[
2
0

]
,

[
3
4

]
) = sp(

[
1
0

]
,

[
3
4

]
) = R2

پوچ فضای و ستون زیرفضای ٣

و م دهند نشان C(A) با را آن که A ستون زیرفضای دارد: وجود برداری زیرفضای دو A ماتریس هر با مرتبط
م دهند. نشان N(A) با را آن که A پوچ فضای

ر دی عبارت به است. A ماتریس ستونهای خط ترکیبهای همه مجموعه A ماتریس ستون زیرفضای تعریف:
آنگاه باشند، A ستونهای با متناظر بردارهای a1, . . . ,an اگر

C(A) = sp(a1, . . . ,an)

است. R3 فضای در صفحه ی A ماتریس ستون زیرفضای مثال:

A =

 1 4
2 0
3 6

 , C(A) = sp(

12
3

 ,

40
6

) = {a

12
3

+ b

40
6

 | ∀a, b ∈ R}

است. Rm در برداری زیرفضای ی Am×n ماتریس ستون زیرفضای نتیجه:

کند صدق زیر معادله در که است x ∈ Rn بردارهای همه مجموعه Am×n ماتریس پوچ فضای تعریف:

Ax = 0

است. Rn در برداری زیرفضای ی Am×n ماتریس پوچ فضای لم:
ر دی عبارت به .x,y ∈ N(A) کنید فرض اثبات:

Ax = 0, Ay = 0

است روشن
Ax+ Ay = A(x+ y) = 0

داریم c ∈ R هر برای ر دی طرف از
Acx = 0

م کند. برآورده را برداری زیرفضای شرط دو پوچ فضای پس

۴



خط استقلال ٣. ١
باشد درست صورت در تنها α1v1+ . . .+αnvn = 0 اگر هستند خط مستقل v1, . . . ,vn بردارهای تعریف:

که
α1 = 0, . . . , αn = 0

باشد. صفر بردار شامل تنها A پوچ فضای باشند، A ماتریس ستونهای v1, . . . ,vn اگر ر، دی عبارت v1به . . . vn


α1

...
αn

 =

0...
0


بود. خواهند خط وابسته مذکور بردارهای اینصورت غیر در

ر دی بردارهای خط ترکیب با م توان را بردارها از ی حتما آنگاه باشند خط وابسته v1, . . . ,vn اگر لم:
نوشت.

که باشند داشته وجود (α1, . . . , αn) صفر غیر ضرایب باید لم فرض به بنا اثبات:

α1v1 + . . .+ αnvn = 0

پس .α1 ̸= 0 کنید فرض مسئله عمومیت کاهش بدون

α1v1 = −α2v2 + . . .+−αnvn

درنتیجه
v1 =

−α2

α1

v2 + . . .+
−αn

α1

vn

هستند. خط مستقل R3 فضای در زیر بردارهای مثال: چند

{

10
0

 ,

01
0

 ,

00
1

}
هستند. خط مستقل R3 فضای در نیز زیر بردارهای

{

14
2

 ,

06
0

 ,

00
1

}
آورد. بدست اول بردار دو خط ترکیب از م توان را سوم بردار چون هستند خط وابسته زیر بردارهای

{

14
2

 ,

06
0

 ,

 1
−2
2

}
دارد. تا ی جواب جواب، داشتن صورت در زیر دستگاه آنگاه باشند خط مستقل A ماتریس ستونهای اگر نتیجه:

(چرا؟)
Ax = b

۵



پوچ فضای محاسبه ۴

چیست؟ A =

1 0
5 4
2 4

 ماتریس پوچ فضای

م کنند. صدق زیر معادله در که
[
u
v

]
بردارهای همه جواب:

1 0
5 4
2 4

[
u
v

]
=

00
0



به را

19
6

 مثل ر دی برداری اگر اما است. صفر بردار شامل تنها پوج فضای پس . u = 0, v = 0 م آید: بدست

م یابد. افزایش پوچ فضای آنگاه است) قبل ستون دو حاصلجمع جدید ستون کنید (دقت کنیم اضافه ستونها 1جمع 0 1
5 4 9
2 4 6

u
v
w

 =

00
0



خط ترکیب ی اینکه یعن این م باشد. هم

 1
1
−1

 بردار شامل صفر، بردار از غیر پوج، فضای حالت این در

است. شده صفر ستونها از ( بدیه (غیر

1

15
2

+ 1

04
4

+ (−1)

19
6

 =

00
0


بود صفر بردار شامل تنها پوچ فضای که قبل حالت در است/ A ماتریس ستونهای بین وابستگ بخاطر این
حاصلجمع ستونها از ی بعدی حالت در اما نبودند) هم از ضریبی (ستونها نبودند وابسته هم به ماتریس ستونهای

است. ستون دو ر دی

پوچ فضای محاسبه در گاوس حذف کاربرد ١ .۴

است. دستگاه این جوابهای کردن پیدا ما هدف

Ax = 0

نم کند. ایجاد معادلات دستگاه جواب در تغییری بردیم ار ب گاوس حذف روش در که سطری عملیات که م دانیم
درایه که هنگام گاوس حذف روش در ببریم. ار ب غیرمربع ماتریس برای را اعمال همین نتوانیم ندارد دلیل
م رسیدیم) بست بن به اصطلاح (به کنیم رفع را ل مش نم توانستیم سطری جابجایی با و م شد صفر محوری
کنیم. پیدا محوری درایه ی بعدی ستون در م کنیم سع و م دهیم ادامه را کار اینجا اما م کردیم متوقف را کار

م شود. مشخص کار روش مثال ی با

۶



م کنیم. نظر صرف آن نوشتن از است، صفر دستگاه راست سمت بردار چون توجه:

A =

1 2 2 2
2 4 6 8
3 6 8 10


صفر را آن زیر درایه های سطری عملیات با م کنیم سع و م کنیم انتخاب محوری درایه اولین عنوان به a11 درایه

م شود. حاصل زیر ماتریس کنیم.

A =

 1⃝ 2 2 2
0 0 2 4
0 0 2 4


درایه عنوان به را a23 درایه پس کرد. غیرصفر را آن سطری جابجایی با نم توان و است صفر a22 درایه متاسفانه

م آید. بدست م کنیم. صفر را آن زیر درایه  سطری عملیات با و م کنیم انتخاب بعدی محوری

A =

 1⃝ 2 2 2
0 0 2⃝ 4
0 0 0 0


کردیم. پیدا محوری درایه  دو فقط اینجا در ما پس کرد. نم توان کاری ر دی و است صفر هم a34 درایه

م نامیم. آزاد ستون را ر دی ستونهای و محوری ستون را دارند محوری درایه  که ستونهایی
م گویند. ان پل ماتریس ی حاصل ماتریس به

: اساس نکته دو

(چرا؟) هستند خط مستقل محوری ستونهای •

(چرا؟) آورد. بدست محوری ستونهای خط ترکیب با م توان را آزاد ستون هر •

است. زیر معادله خط ترکیب ضرایب A ماتریس پوچ فضای در بردار ی

x1

10
0

+ x2

20
0

+ x3

22
0

+ x4

24
0

 =

00
0


این در م نامیم. آزاد متغیرهای را متغیرها ر دی و محوری متغیرهای را محوری ستونهای با متناظر متغیرهای

هستند. آزاد متغیرهای x4 و x2 و محوری متغیرهای x3 و x1 مثال

٧



ر: دی اساس نکته ی

م آیند. بدست بفرد منحصر بصورت محوری متغیرهای بدهیم، آزاد متغیرهای به که دلخواه مقدار هر •
(چرا؟)

کنید دقت م آوریم. بدست آزاد متغیرهای برحسب را محوری متغیرهای دستگاه، جواب آوردن بدست برای
منحصر بصورت محوری متغیرهای باشند) خط مستقل همه (ستونها باشد نداشته آزاد متغیر ماتریس که حالت در

است. صفر بردار همان البته که م آیند بدست بفرد
بود. خواهد زیر بصورت معادلات دستگاه بحث، مورد مثال در

x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 = 0

2x3 + 4x4 = 0

0 = 0

م آید. بدست بالا معادلات از
x3 = −2x4

x1 = −2x2 + 2x4

نوشت. زیر بصورت م توان را دستگاه جواب

x =


x1

x2

x3

x4

 =


−2x2 + 2x4

x2

−2x4

x4

 = x2


−2
1
0
0

+ x4


2
0
−2
1


خاص جوابهای جواب دو این به است. شده نوشته بردار دو خط ترکیب بصورت جواب م بینید که همانطور
ماتریس پوچ فضای که م شود نتیجه این از (چرا؟). هستند خط مستقل لزوما خاص جوابهای م گوییم. دستگاه
محوری ستونهای تعداد با برابر A ماتریس ستون فضای بعد همچنین است. بعدی دو زیرفضای ی بحث مورد

م شود.) پرداخته زیرفضا بعد مفهوم به بعدی دروس (در است

ستون فضای بعد = محوری ستونهای تعداد = ماتریس رتبه
پوچ فضای بعد = آزاد ستونهای تعداد

پوچ: فضای آوردن بدست مراحل

م آوریم. در ان پل بصورت سطری عملیات از استفاده با را A ماتریس •

م کنیم. مشخص را آزاد ستونهای و محوری ستونهای •

هستند. آزاد ستونهای با متناظر آزاد متغیرهای و محوری ستونهای با متناظر محوری متغیرهای •

آزاد متغیرهای تعداد با برابر خاص جوابهای تعداد کنید دقت م آوریم. بدست را دستگاه خاص جوابهای •
م دهیم. قرار 0 را آزاد متغیرهای بقیه و 1 را مربوطه آزاد متغیر خاص، جواب هر آوردن بدست برای است.

م آوریم. بدست را محوری متغیرهای ذاری جای از بعد

م شود. نوشته خاص جوابهای از خط ترکیب بصورت دستگاه جواب •

٨



A =
[
1 2 3 4

]
•

م کند. صدق زیر معادله در که است R4 فضای در بردارهایی همه مجموعه ماتریس این پوچ فضای

A =
[
1 2 3 4

] 
x1

x2

x3

x4

 =
[
0
]

زیر دستگاه جواب ر دی عبارت }به
x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0

سطری عملیات از استفاده با ابتدا کردیم، ارائه پوچ فضای محاسبه برای قبل درس در که روش پیرو
وجود م تواند محوری درایه ی تنها پس دارد سطر ی تنها A ماتریس م کنیم. پیدا را محوری درایه های

م کنیم. انتخاب محوری درایه عنوان به را آن پس است. صفر غیر ماتریس درایه اولین باشد. داشته

A =
[

1⃝ 2 3 4
]

متغیر ترتیب همین به هستند. آزاد ستونهای ر دی ستون سه و است محوری ستون تنها اول، ستون درنتیجه
م آوریم. بدست آزاد متغیرهای برحسب را x1 هستند. آزاد ر دی متغیرهای و محوری متغیر تنها x1

x1 = −2x2 − 3x3 − 4x4

را خاص جواب سه پس دارد آزاد متغیر سه دستگاه این م آوریم. بدست را دستگاه خاص جوابهای حال
م دهیم. قرار صفر را بقیه و 1 را آزاد متغیرهای از ی مقدار خاص، جواب هر برای کنیم. محاسبه باید

م آید. بدست منحصربفرد بصورت محوری متغیر مقدار سپس

x2 = 1, x3 = 0, x4 = 0

م آید. بدست
x1 = −2

برای ترتیب همین به است. دستگاه خاص جواب ی


−2
1
0
0

 پس

x2 = 0, x3 = 1, x4 = 0

برای نهایت در م آید. بدست


−3
0
1
0

 جواب

x2 = 0, x3 = 0, x4 = 1

٩



م شود. بیان زیر خط ترکیب بصورت A ماتریس پوچ فضای حال م آید. بدست


−4
0
0
1

 جواب

x2


−2
1
0
0

+ x3


−3
0
1
0

+ x4


−4
0
0
1


بنشیند. م تواند دلخواه مقدار هر x4 و x3 و x2 بجای ه بطوری

جمع از استفاده با نم توان را دام هیچ (چون هستند خط مستقل بالا، خاص جواب سه کنید دقت اگر
کند. صدق زیر رابطه در که ندارد وجود β و α هیچ مثال برای نوشت). بردار ر دی دو از ضرایبی

−2
1
0
0

 = α


−3
0
1
0

+ β


−4
0
0
1


ترکیب بصورت است) برداری زیرفضای ی البته (که را A ماتریس پوچ فضای توانسته ایم این بر علاوه

م دهند. A پوچ فضای برای را پایه ی یل تش واقع در بردار سه این بنویسیم. بردار سه خط

م کنیم. بررس را ر دی مثال ی کنیم. تعریف رسم بطور پایه مفهوم اینکه از قبل

A =

2 0 4 2
1 3 −4 3
2 6 4 −1

 •

عنوان به را اول ستون م ی درایه م کنیم. پیدا را محوری درایه های ابتدا A ماتریس پوچ فضای محاسبه برای
م آید. بدست م کنیم. صفر را آن زیر درایه دو سطری عملیات با و م کنیم انتخاب محوری درایه اولین

A =

 2⃝ 0 4 2
0 3 −6 2
0 6 0 −3


م کنیم سع حال م شود. انتخاب محوری درایه دومین عنوان به پس است. غیرصفر دوم ستون دوم داریه

م آید. بدست زیر ماتریس سطری عملیات از پس کنیم. صفر را آن زیر درایه

A =

 2⃝ 0 4 2
0 3⃝ −6 2
0 0 12⃝ −7


انتخاب قابل ری دی محوری درایه  م شود. انتخاب محوری درایه سومین عنوان به سوم، ستون سوم درایه
x3 و x2 و x1 متغیرهای نتیجه در است. آزاد ستون آخر ستون و محوری ستونهای اول ستون سه نیست.
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دستگاه آورد. بدست x4 برحسب را x3 و x2 و x1 م توان ترتیب بدین است. آزاد متغیر تنها x4 و محوری
است. بالا سطری عملیات حاصل زیر

2x1 + 4x3 + 2x4 = 0

3x2 − 6x3 + 2x4 = 0

12x3 − 7x4 = 0

دارد. وجود خاص جواب ی تنها پس داریم آزاد متغیر ی تنها آوریم. بدست را خاص جوابهای باید حال
م آید. بدست بالا معادلات دستگاه روی از زیر خاص جواب و x4 = 1 م دهیم قرار

x4 = 1, x3 =
7

12
, x2 =

1

2
, x1 =

−13

6

م شود. بیان زیر بصورت A ماتریس پوچ فضای نتیجه در

x4



−13
6

1
2

7
12

1


چهار فضای در خط ی بصورت واقع در A پوچ فضای پس یرد. ب مقداری هر م تواند x4 ه درحالی

است. بعدی
است) معادلات از بیشتر مجهولات (تعداد سطرهاست از بیشتر ستونها تعداد که هنگام مهم: نکته
این دارد. جواب بیشمار Ax = 0 دستگاه ر دی عبارت به دارد. عضو بیشمار A ماتریس پوچ فضای
در باشد. بیشتر ماتریس سطرهای تعداد از نم تواند محوری ستونهای تعداد که م شود ناش اینجا از

یرد. ب م تواند مقداری هر دلخواه به آن با متناظر متغیر و دارد وجود آزاد ستون ی حتما نتیجه
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