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استرنگ) (گیلبرت آن کاربردهای و خطͬ جبر مرجع: کتاب

ششم هفته خلاصه ی

خطͬ تبدیل ١

ماتریس ͷی ستونهای و سطرها که فضایی و Ax = b معادلات دستگاه حل روی ما توجه بیشتر قبلͬ، درسهای در
تغییر را آن و ͬ شود م اعمال بردار ͷی روی که تابع ͷی مانند را ماتریس فصل، این در بود. معطوف ͬ کنند م ایجاد
ͬ برد، م Ax بردار به را x بردار و ͬ کند م عمل تبدیل ͷی مانند که A ماتریس بدانیم ͬ خواهیم م ͬ بینیم. م ͬ دهد م
بدون را x بر A تاثیر ͬ توان م آیا کرد؟ توصیف ساده ای و صریح شͺل به را آن ͬ توان م آیا دارد. ͬ هایی ویژگ چه

کرد؟ ارائه x به نسبت Ax از شهودی توصیفͬ ͬ توان م آیا کرد؟ بینͬ پیش Ax محاسبه
مقادیر و ویژه بردارهای مبحث به سپس و ͬ کنیم م ارائه خطͬ تبدیلات و ماتریسها مورد در را مقدماتͬ ابتدا
کنیم، معرفͬ رسمͬ بصورت را خطͬ تبدیلات اینکه از قبل است. فصل این در ما اصلͬ هدف که ͬ پردازیم م ویژه

ͬ کنیم. م ذکر را بعدی دو فضای در ساده خطͬ تبدیل چند

البته و ͬ شود م بردار آن انقباض) (یا انبساط باعث اسͺالر ͷی در بردار ضرب stretch. کشش یا انبساط •
است. خطͬ تبدیل نمونه های ساده ترین از ͬͺی این بچرخاند. درجه 180 اندازه به نیز را آن جهت ͬ تواند م

کرد. بیان ماتریس ͷی با ͬ توان م را تبدیل ]این
c 0
0 c

] [
x
y

]
=

[
cx
cy

]

برای است. معمول خطͬ تبدیلات جزو نیز صفحه یا محور ͷی به نسبت انعکاس reflection. انعکاس •
ͬ کند. م منعکس x = y خط به نسبت را شده داده بردار زیر ماتریس ]مثال

0 1
1 0

] [
x
y

]
=

[
y
x

]

١



خطͬ تبدیلات پرکاربردترین از ͬͺی بعدی دو سطحͬ روی بعدی سه شͬ ͷی تصویر .projection تصویر •
است. خطͬ تبدیل ͷی از نمونه ای ͬ شود م انجام رادیولوژی در که ایͺس اشعه تصویر مثال برای است.

ͬ کند. م تولید را ها x محور روی
[
x
y

]
بردار تصویر زیر ماتریس

[
1 0
0 0

] [
x
y

]
=

[
x
0

]
90 زاویه با دوران زیر ماتریس است. خطͬ تبدیلات جزو نیز دلخواه زاویه ای با دوران rotation. دوران •
بردار داخلͬ ضرب ͬ رود، م انتظار که همانطور ͬ دهد. م نشان را ساعت عقربه های عکس جهت در درجه

است. صفر با برابر مبدا بردار در ]حاصل
0 −1
1 0

] [
x
y

]
=

[
−y
x

]

برای کلͬ و ساده روشͬ درس این پایان در داد. نشان ماتریس ͷی با هم را θ دلخواه زاویه با دوران ͬ توان م
ͬ گیریم. م یاد را دست این از تبدیلاتͬ ماتریس ]یافتن

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

] [
x
y

]
=

[
x cos θ − y sin θ
x sin θ + y cos θ

]

خود خاص محدودیتهای و ͬ ها ویژگ خطͬ تبدیلات بودند. خطͬ تبدیلات جزو کردیم ذکر که نمونه هایی همه
خطͬ تبدیل ͷی f اگر دیͽر عبارت به کند. جابجا را مختصات مبدا ͬ تواند نم خطͬ تبدیل ͷی مثال برای دارند. را

٢



بردار دو تبدیل که است این مثل شود، اعمال بردار دو جمع روی تبدیل اگر همچنین است. 0 همیشه f(0) باشد،
داریم. خطͬ تبدیلهای برای را زیر تعریف کلͬ بطور باشیم. زده جمع را

فقط و اگر است خطͬ تبدیل ͷی f : U → V تبدیل باشند. برداری فضای دو V و U کنید فرض تعریف:
}اگر

f(u+ v) = f(u) + f(v) ∀u,v ∈ U

f(cu) = cf(u) ∀u ∈ U

نیستند خطͬ که تبدیلاتͬ از نمونه چند

f(

[
x
y

]
) =

[
x
y

]
+

[
1
1

]

g(

xy
z

) =
 xy

y
z − 1



خطͬ تبدیل هر ͬ توان م آیا اما ͬ کند. م بیان را خطͬ تبدیل ͷی ماتریس هر بالا، تعریف به توجه با است روشن
تبدیل دو آن، از قبل دارد. متناظر ماتریس ͷی خطͬ تبدیل هر که ͬ  بینیم م ادامه در کرد؟ بیان ماتریس ͷی با را

ͬ کنیم. م مرور را ریاضیات در متداول خطͬ

انتگرال و مشتق ١. ١
باشد. R میدان روی n حداکثر درجه با متغیره ͷی های چندجمله ای فضای Pn کنید فرض

a0 + a1t+ . . .+ ant
n

درجه با چندجمله ای ͷی n حداکثر درجه با جمله ای چند دو جمع است، روشن است. برداری فضای ͷی Pn

n حداکثر درجه با جمله ای چند ͷی نیز عدد ͷی در n درجه جمله ای چند ͷی ضرب و بود خواهد n حداکثر
.Rn+1 فضای در بردار ͷی با است معادل n درجه از جمله ای چند هر این، از گذشته بود. خواهد

a0 + a1t+ . . .+ ant
n ∼=


a0
a1
...
an


فضای به Pn فضای از خطͬ تبدیل ͷی واقع در (t متغیر به (نسبت n درجه با جمله ای چند ͷی مشتق •

است. Pn−1{
d
dt
: Pn → Pn−1

d
dt
(a0 + a1t+ . . .+ ant

n) = a1 + . . .+ nant
n−1

صفر). درجه با جمله ای های چند (همه است بعدی تک فضای ͷی d
dt

تبدیل پوچ فضای

٣



است. Pn+1 فضای به Pn فضای از خطͬ تبدیل ͷی نیز (
∫ t

0
) انتگرال •{∫ t

0
: Pn → Pn+1∫ t

0
a0 + a1t+ . . .+ ant

n = a0t+
a1
2
t2 + . . .+ an

n+1
tn+1

از استفاده با را جمله ای ها چند روی انتگرال و مشتق خطͬ تبدیلات ͬ توان م چͽونه که دید خواهیم ادامه در
کرد. بیان ماتریس ͷی

خطͬ تبدیل ͷی با متناظر ماتریس ٢
داریم. را زیر اساسͬ قضیه باشد. خطͬ تبدیل ͷی f : U → V و باشند برداری فضای دو V و U کنید فرض

بردار هر برای را f(ui) گر باشد. U برداری فضای برای پایه ͷی B = {u1, . . . ,un} کنید فرض قضیه:
(f توصیف داشتن (بدون کنیم محاسبه x ∈ U هر برای ͬ توانیم م را f(x) آنگاه بدانیم، B پایه در

بصورت ͬ توان م را x ∈ U بردار هر است، U فضای برای پایه ͷی B = {u1, . . . ,un} چون اثبات:
کرد. بیان پایه بردارهای خطͬ ترکیب

x = α1u1 + . . .+ αnun

داریم f تبدیل بودن خطͬ به توجه با حال

f(x) = f(α1u1 + . . .+ αnun)

= f(α1u1 + . . .+ αnun)

= f(α1u1) + . . .+ f(αnun)

= α1f(u1) + . . .+ αnf(un)

ͬ گیریم. م را زیر نتیجه مشاهده، این به توجه با ͬ دهد. م ارائه f(x) محاسبه برای روش ͷی بالا قضیه

کرد. بیان n×m ابعاد با A ماتریس ͷی بصورت ͬ توان م را f : Rn → Rm خطͬ تبدیل هر نتیجه:

A ماتریس iام ستون در باشد. U برداری فضای برای پایه ͷی B = {u1, . . . ,un} کنید فرض اثبات:
Ax کنیم، بیان B پایه بردارهای از حاصل خطͬ ترکیب ضرایب با را x بردار هر اگر ͬ دهیم. م قرار را f(ui) بردار

بود. خواهد f(x) با برابر

Ax =


| | |
| | |

f(u1) f(u1) . . . f(un)
| | |
| | |



α1

α2

...
αn

 = α1f(u1) + . . .+ αnf(un) = f(x)

۴



مثال: چند

بنویسید. را زیر تبدیل متناظر ماتریس .١
d

dt
: P4 → P3

ͬ دهند. م را Pn برای پایه ͷی تشͺیل زیر جمله ای های چند ͬ کنیم. م استفاده Pn فضای برای پایه ساده ترین از

{1, t, t2, . . . , tn}

است. زیر بصورت P4 برای پایه ͷی پس

{1, t, t2, t3, t4}

دهیم. قرار A ماتریس در متناظر ستون در را حاصل بردار و کنیم اعمال پایه بردار هر روی را d
dt

باید حال
داریم: مثال برای

d

dt
(t3) =

d

dt
(


0
0
0
1
0

) =

0
0
3
0

 ∼= 3t2

ͬ آید. م بدست d
dt

تبدیل برای زیر ماتریس

A d
dt
=


0 1 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 4


است. بعدی تک فضای ͷی A ماتریس پوچ فضای ͬ رفت م انتظار که همانطور ͬ کنید م مشاهده

بنویسید. را زیر تبدیل متناظر ماتریس .٢∫ t

0

: P3 → P4

دهیم. قرار A ماتریس در متناظر ستونهای در و کنیم اعمال پایه بردارهای روی را تبدیل باید قبل مثال همانند
مثال برای

∫ t

0

t2 =

∫ t

0

(


0
0
1
0

) =

0
0
0
1
3

0

 ∼=
1

3
t3

ͬ آید. م بدست
∫ t

0
تبدیل برای زیر ماتریس

A∫ t
0
=


0 0 0 0
1 0 0 0
0 1

2
0 0

0 0 1
3

0
0 0 0 1

4


۵



و بͽیریم انتگرال اول (یعنͬ کنیم اعمال هم سر پشت را تبدیل دو اگر داشتیم، را انتظارش که همانطور
ماتریس دو حاصلضرب ماتریس همین برای ͬ آید. م بدست چندجمله ای همان کنیم) اعمال را مشتق سپس

است. I همانͬ ماتریس A∫ t
0

و A d
dt

d

dt

∫ t

0

: P3 → P3

A d
dt
× A∫ t

0
=


0 1 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 4



0 0 0 0
1 0 0 0
0 1

2
0 0

0 0 1
3

0
0 0 0 1

4

 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 = I

کنید. پیدا را R2 فضای در θ زاویه با دوران تبدیل با متناظر ماتریس .٣

ͬ کنیم. م اعمال
[
0
1

]
و
[
1
0

]
پایه بردارهای روی را Rθ باشد.

[
x
y

]
بردار دوران حاصل Rθ(

[
x
y

]
) کنید فرض

ͬ آید م بدست

Rθ(

[
1
0

]
) =

[
cos θ
sin θ

]

Rθ(

[
0
1

]
) =

[
− sin θ
cos θ

]
با است برابر Rθ تبدیل با متناظر ماتریس پس

Aθ =

[
cos θ − sin θ
cos θ sin θ

]

۶


