
٩٨ پاییز ‐ صنایع) مهندسͬ رشته دانشجویان (برای خطͬ جبر
طوسͬ نصیرالدین خواجه صنعتͬ دانشͽاه

ریاضͬ) (دانشͺده جوهری حسین توسط: تدریس
استرنگ) (گیلبرت آن کاربردهای و خطͬ جبر مرجع: کتاب

دهم و نهم هفته خلاصه ی

ویژه بردارهای ویژه، مقادیر ١
خطͬ تبدیل هر با متناظر ماتریس ͬ توانیم م Rn برداری فضای برای پایه ͷی دانستن با که دیدیم قبلͬ دروس در
نسبت Rn پایه های بعضͬ A : Rn → Rn تبدیل برای که دید خواهیم ادامه در آوریم. بدست را T : Rn → Rn

شده اند. ساخته A ویژه بردارهای اساس بر واقع در پایه ها این دارند. ارجحیت دیͽران به

بطوریͺه باشد داشته وجود λ ثابت اگر است A مربعͬ ماتریس برای ویژه بردار ͷی x صفر غیر بردار تعریف:

Ax = λx

ویژه مقدار به وابسته ویژه بردار ͷی x بردار و است A ماتریس برای ویژه مقدار ͷی λ ͬ شود م گفته حالت این در
است. λ

چون نکند. عوض را x بردار راستای A تبدیل اگر است A برای ویژه بردار ͷی x بردار هندسͬ، لحاظ از
صفر بردار است بدیهͬ چون باشد، صفر مخالف باید ما نظر مورد بردار کنید دقت هستند. راستا ͷی در x و λx
بردار پس دهند. تشͺیل Rn برای پایه ͷی ما ویژه بردارهای ͬ خواهیم م گذشته این از ͬ کند. م صدق بالا معادله در

ͬ کنیم. نم قبول را صفر

مثال: چند

ویژه مقدار با A ماتریس برای ویژه بردارهای ͬͽهم آن) صفر بردار از (غیر A پوچ فضای تعریف، به بنا •
هستند. λ = 0

Ax = 0x = 0

همانͬ ماتریس ویژه مقدار تنها است. ویژه بردار ͷی صفر) بردار از (غیر بردار هر I همانͬ ماتریس برای •
است. 1

Ix = 1x

١



λ2 = −1 و λ1 = 1 دارد: وجود ویژه مقدار دو
[
0 1
1 0

]
ماتریس برای •[

0 1
1 0

] [
1
1

]
= (1)

[
1
1

]
است. λ1 = 1 ویژه مقدار به وابسته ویژه بردار ͷی c

[
1
1

]
بصورت بردار هر واقع ]در

0 1
1 0

] [
1
−1

]
= (−1)

[
1
−1

]
است. λ2 = −1 ویژه مقدار به وابسته ویژه بردار ͷی c

[
1
−1

]
بصورت بردار هر همچنین

λ2 = 2 و λ1 = 4 دارد: وجود ویژه مقدار دو نیز
[
3 1
1 3

]
ماتریس برای •[

3 1
1 3

] [
1
1

]
= (4)

[
1
1

]
,

[
3 1
1 3

] [
1
−1

]
= (2)

[
1
−1

]
دارند 3 اختلاف هم (با متفاوتند ویژه مقادیر اما هستند ͬͺی

[
3 1
1 3

]
و
[
0 1
1 0

]
ویژه بردارهای کنید دقت

نیست. تصادفͬ امری این است). اصلͬ قطر درایه همان که

ͷی نیز λ + k و x آنگاه باشند A ماتریس با متناظر ویژه مقدار و ویژه بردار جفت ͷی λ و x اگر نکته :
هستند. A+ kI ماتریس با متناظر ویژه مقدار و ویژه بردار جفت

(A+ kI)x = Ax+ kIx = λx+ kx = (λ+ k)x

ویژه بردارهای و ویژه مقادیر محاسبه ١. ١
کنیم. پیدا را آن مجهولهای معمول روشهای با ͬ توان نم است، غیرخطͬ معادله ͷی Ax = λx معادله که آنجا از

ͬ نویسیم. م زیر شͺل به را معادله کنیم. جدا هم را x و λ طریقͬ از باید

Ax = λIx

بنویسیم. شͺل این به ͬ توانیم م را معادله حال .x = Ix است. n در n همانͬ ماتریس I اینجا در

(A− λI)x = 0

بیان به باشد. غیربدیهͬ پوچش فضای A − λI ماتریس باید باشد، داشته صفر غیر جواب معادله این اینکه برای
باید پس نباشد. پذیر وارون A− λI ماتریس باید دیͽر

det (A− λI) = 0

به ) شود منفرد A − λI ماتریس شوند باعث که کنیم پیدا را هایی λ باید دارد. مجهول ͷی تنها معادله این
معادله را معادله این بود. خواهند A ماتریس ویژه مقادیر معادله این ریشه  های شود). صفر دترمینانش دیͽر بیان
و کنیم حل را Ax = λIx معادله ͬ توانیم م حال ویژه، مقادیر کردن پیدا با ͬ گویند. م A ماتریس نمای سرشت

است. ویژه بردارهای و ویژه مقادیر محاسبه کلͬ روش این کنیم. پیدا را ویژه بردارهای همه

مثال: چند

٢



را نما سرشت معادله استاندارد. روش با بار این ͬ کنیم. م محاسبه دوباره را
[
3 1
1 3

]
ماتریس ویژه مقادیر •

ͬ دهیم. م −3∣∣∣∣تشͺیل λ 1
1 3− λ

∣∣∣∣ = (3− λ)2 − 1 = 0

ͬ کنیم. م پیدا را معادله ریشه های
λ1 = 4, λ2 = 2

کنیم. محاسبه را A− λ2I و A− λ1I ماتریسهای پوچ فضای باید ویژه، بردارهای محاسبه ]برای
3− λ1 1

1 3− λ1

]
x = 0,

[
3− λ2 1

1 3− λ2

]
x = 0

به را مخصوص جوابهای همان ͬ توانیم م است. ویژه بردار ͷی ماتریسها، این پوچ فضای در برداری هر
ͬ آید. م بدست ما مثال در کنیم. انتخاب ویژه بردارهای ]عنوان

−1 1
1 −1

] [
?
?

]
=

[
0
0

]
,

[
1 1
1 1

] [
?
?

]
=

[
0
0

]
هستند.) هم خطͬ مستقل اتفاقا (که هستند. بالا معادلات جوابهای از ͬͺی زیر ویژه بردارهای

v1 =

[
1
1

]
, v2 =

[
1
−1

]
ͬ آوریم. م بدست را زیر ماتریس ویژه مقادیر •

A =

[
0 −1
1 0

]
ͬ دهیم. م تشͺیل را نما سرشت λ−∣∣∣∣معادله −1

1 −λ

∣∣∣∣ = λ2 + 1 = 0

نه. هم و بله هم ندارد؟ ویژه مقادیر A ماتریس که است معنͬ بدین این آیا ندارد. حقیقͬ جواب معادله این
مختلط، اعداد صفحه ،C2 یعنͬ جامعتر فضایی در اما ندارد حقیقͬ ویژه مقادیر A که است این درستش
مختلط ریشه های نما سرشت معادله باشد. همینطور هم باید دارد. ویژه بردارهای و ویژه مقادیر ماتریس این
هیچ است طبیعͬ است. درجه 90 زاویه با دوران ماتریس R2 فضای در A دیͽر طرف از .(−i و i) دارد
ویژه بردارهای ،C2 فضای در باشند. راستا ͷی در x و Ax که باشد داشته وجود ͬ تواند نم x حقیقͬ بردار

ͬ آید. م بدست A برای ]زیر
0 −1
1 0

] [
1
−i

]
= (i)

[
1
−i

]
,

[
0 −1
1 0

] [
1
i

]
= (−i)

[
1
i

]
ͬ آوریم. م بدست را زیر ماتریس ویژه مقادیر •

A =

[
3 1
0 3

]
٣



ͬ دهیم. م تشͺیل را نما سرشت −3∣∣∣∣معادله λ 1
0 3− λ

∣∣∣∣ = (3− λ)2 = 0

ͬ توانند م نیستند. متمایز لزوما ماتریس ͷی ویژه مقادیر آمد. بدست λ2 = 3 و λ1 = 3 تکراری ریشه های
پیدا مستقل ویژه بردار دو نتوانیم است ممͺن که است این بد خبر اما ندارد، اشͺالͬ این باشند! تکراری

میͺنیم. محاسبه را A− λI ماتریس پوچ فضای ͬ افتد. م هم اتفاق همین مثال این در ]کنیم.
3− λ 1
0 3− λ

]
x = 0

[
3− 3 1
0 3− 3

]
x = 0,

[
0 1
0 0

]
x = 0

ͬ آید. م بدست مخصوص جواب ͷی فقط

v1 = c

[
1
0

]
موارد این از ͬͺی این و ندارند مختلط) چه و حقیقͬ (چه خطͬ مستقل ویژه بردار n ماتریسها از بعضͬ

است.

دهد؟ تغییر را R2 بردارهای همه راستای زیر ماتریس اینکه تا بͽذاریم m جای به مقادیری چه •

A =

[
−1 −2
m 3

]
ریشه نباید A نمای سرشت معادله دیͽر، عبارت به باشد. داشته حقیقͬ ویژه بردار نباید A دیͽر عبارت به

باشد. داشته −1−∣∣∣∣حقیقͬ λ −2
m 3− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 2λ+ 2m− 3 = 0

باشد. منفͬ دلتا باید
∆ = 4− 4(2m− 3) < 0

پس
m > 2

آورید. بدست را زیر ماتریس ویژه بردارهای و ویژه مقادیر •

A =

 7 0 −3
−9 −2 3
18 0 −8


ͬ دهیم. م تشͺیل را نما سرشت ∣∣∣∣∣∣معادله

7− λ 0 −3
−9 −2− λ 3
18 0 −8− λ

∣∣∣∣∣∣ = (−2− λ)(−1)4
∣∣∣∣7− λ −3
18 −8− λ

∣∣∣∣
= −(λ+ 2)(λ2 + λ− 2)

= (λ+ 2)2(λ− 1) = 0

۴



ͬ آید. م بدست زیر ریشه های

λ1 = −2 λ2 = −2 λ3 = 1

ͬ کنیم. م پیدا را اول ریشه دو وابسته ویژه −7بردارهای (−2) 0 −3
−9 −2− (−2) 3
18 0 −8− (−2)

x =

 9 0 −3
−9 0 3
18 0 −6

x = 0

ͬ کنیم. م بیان آنها از استفاده با را پوچ فضای ͬ کنیم. م پیدا را مخصوص جوابهای

N(A− λ1I) = c

01
0

+ d

1/30
1


خطͬ مستقل ویژه بردار دو اما بودند، تکراری ریشه ها اینکه وجود با کنید دقت آمد. بدست ویژه بردار دو

ͬ کنیم. م پیدا را سوم ریشه به وابسته ویژه بردار حال آمد. −7بدست (1) 0 −3
−9 −2− (1) 3
18 0 −8− (1)

x =

 6 0 −3
−9 −3 3
18 0 −9

x = 0

ͬ کنیم. م پیدا را مخصوص جوابهای

N(A− λ3I) = c

 1
−1
2


آمد. بدست زیر ویژه بردارهای و ویژه مقدار جفت

λ1 = −2,v1 =

01
0

 λ2 = −2,v2 =

1/30
1

 λ3 = 1,v3 =

 1
−1
2


قضیه و نکته چند ٢

حقیقͬ و متمایز لزوما که است λ1, . . . , λn ویژه مقدار n دارای ،n × n ابعاد با A مربعͬ ماتریس هر •
طبق و است n درجه با معادله ͷی |A−λI| = 0 نما سرشت معادله که است این مسئله این دلیل نیستند.

مختلط). یا (حقیقͬ دارد ریشه n تعداد به ،n درجه با معادله هر جبر، اساسͬ قضیه

ندارند. خطͬ مستقل ویژه بردار n تعداد به ویژه، مقدار n داشتن وجود با ماتریسها از بعضͬ •

قطر درایه های مجموع است. آن اصلͬ قطر درایه های مجموع با برابر ماتریس، ͷی ویژه مقادیر مجـموع •
ͬ شود. م داده نشان tr(A) با و ͬ شود م گفته trace ماتریس آن اثر ماتریس ͷی اصلͬ

tr(A) = λ1 + . . .+ λn

است. ماتریس دترمینان با برابر ویژه مقادیر حاصلضرب •

det A = λ1 × . . .× λn

۵



Diagonalization سازی قطری ٣
از استفاده با را کاربردی مسئله ͷی و ͬ کنیم م معرفͬ را ویژه، مقادیر کاربردهای از ͬͺی سازی قطری جلسه این در

ͬ شویم. م یادآور را زیر قضیه دو ابتدا ͬ کنیم. م حل سازی قطری

مقدار n اگر باشد، شده تعریف C مختلط اعداد میدان روی که n × n ابعداد با مربعͬ ماتریس هر قضیه:
دارد. خطͬ مستقل ویژه بردار n آنگاه باشد، داشته متمایز ویژه

n و حقیقͬ ویژه مقدار n باشند، حقیقͬ اعداد آن درایه های كه n × n ابعداد با A متقارن ماتریس قضیه:
دارد. Rn فضای در خطͬ مستقل ویژه بردار

مستقل ویژه بردار n است ممͺن بحث مورد ماتریس ویژه، مقادیر در تکرار وقوع صورت در است ذکر به لازم
باشد. نداشته خطͬ

داشته λ1, . . . , λn ویژه مقادیر به وابسته v1, . . . ,vn خطͬ مستقل ویژه بردار n ،A ماتریس کنید فرض
باشد.

∀i Avi = λivi

ͬ گوییم. م A ویژه بردارهای ماتریس را S ماتریس ͬ گذاریم. م S ماتریس در ستونͬ بصورت را ویژه بردارهای

S =


| | |
| | |
v1 v2 . . . vn

| | |
| | |


ͬ آید: م بدست ͬ کنیم. م ضرب S در راست سمت از را A حال

AS = A×


| | |
| | |
v1 v2 . . . vn

| | |
| | |

 =


| | |
| | |

Av1 Av2 . . . Avn

| | |
| | |

 =


| | |
| | |

λ1v1 λ2v2 . . . λnvn

| | |
| | |



=


| | |
| | |
v1 v2 . . . vn

| | |
| | |



λ1

λ2

. . .
λn


= SΛ

ͬ آید. م بدست زیر رابطه پس ͬ گوییم. م ویژه مقادیر ماتریس را Λ =


λ1

λ2

. . .
λn

 ماتریس

AS = SΛ

۶



ضرب S−1 در چپ سمت از را طرفین اگر حال دارد. وجود S وارون پس هستند، خطͬ مستقل S ستونهای چون
داریم کنیم،

ASS−1 = SΛS−1

ͬ گوییم. م A ماتریس سازی قطری آن به و ͬ دهد م بدست A ماتریس از تجزیه ͷی زیر رابطه

A = SΛS−1

است: ضروری نکته دو ذکر

باشد داشته خطͬ مستقل ویژه بردار n باید A ماتریس نیست. شدنͬ قطری بالا شیوه به مربعͬ ماتریس هر •
باشد. شدنͬ قطری تا

منحصربفرد S ماتریس باشد، داشته متفاوتͬ خطͬ مستقل ویژه بردارهای مجموعه ͬ تواند م ماتریس ͷی چون •
قرار S ستونهای در ترتیبی چه با را ویژه بردارهای که دارد این به بستگͬ نیز Λ ویژه مقادیر ماتریس نیست.

نیست. بفرد منحصر هم Λ پس باشیم. داده

Ak محاسبه ٣. ١
A = SΛS−1 رابطه به توجه با است. ماتریس ͷی توانهای سریع پیداکردن در سازی قطری اصلͬ کاربردهای از ͬͺی

ͬ آوریم. م بدست را A دوم توان

A2 = SΛS−1S︸ ︷︷ ︸
I

ΛS−1 = SΛΛS−1 = SΛ2S−1

رسیده اند 2 توان به که هستند A ماتریس ویژه مقادیر همان A2 ماتریس ویژه مقادیر که بͽیریم نتیجه ͬ توانیم م این از
داریم قطری ماتریسهای برای چون

λ1

λ2

. . .
λn



λ1

λ2

. . .
λn

 =


λ2
1

λ2
2

. . .
λ2
n


دیͽر، عبارت به

A2 = S


λ2
1

λ2
2

. . .
λ2
n

S−1

ماتریس برای ویژه بردار و ویژه مقدار جفت ͷی v و λ کنید فرض کرد. اثبات هم دیͽر جور ͬ توان م را مطلب این
باشند. A

Av = λv

آنگاه

A2v = Aλv = λAv = λλv = λ2v

ͬ آید. م بدست بالاتر توانهای برای ترتیب همین به

٧



Ak = SΛkS−1 = S


λk
1

λk
2

. . .
λk
n

S−1

ͬ آید. م بدست زیر نتیجه بالا رابطه از

آنگاه |λi| < 1 باشیم داشته i هر برای و باشد شدنͬ قطری A اگر نتیجه:

lim
k→∞

Ak = 0

آن کاربردهای و ویژه مقادیر مورد در مسئله چند حل ۴
آورید. بدست را زیر ماتریس ویژه مقادیر .١

P =

0 0 1
0 1 0
1 0 0


چون است 1 با برابر ویژه اش مقدار ͷی همیشه جایͽشت ماتریس است. جایͽشت ماتریس ͷی P حل:

ͬ برد. م خودش به را

11
1

 بردار

P

11
1

 =

11
1


اینجا در ͬ کنیم. م استفاده زیر رابطه دو از کنیم. پیدا را λ3 و λ2 باید حال .λ1 = 1 میدهیم قرار پس

است. اصلͬ قطری درایه های مجموع tr(P )

tr(P ) = λ1 + λ2 + λ3 = 1 det(P ) = λ1 × λ2 × λ3 = −1

ͬ آید م }بدست
λ2 + λ3 = 0

λ2 × λ3 = −1

است. زیر بصورت جواب ͷی

λ1 = 1 λ2 = 1 λ3 = −1

کنید. قطری را A =

[
4 2
3 −1

]
ماتریس .٢

ͬ دهیم. م تشͺیل را نما سرشت معادله ͬ کنیم. م پیدا را ویژه مقادیر ابتدا −4∣∣∣∣حل: λ 2
3 −1− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 3λ− 10 = 0

٨



ͬ آید م بدست
λ1 = −2 λ2 = 5

داریم λ1 برای ͬ کنیم. م پیدا را متناظر ویژه ]بردارهای
6 2
3 1

]
v1 = 0

است. زیر بصورت v1 برای جواب ͷی

v1 =

[
−1

3

1

]
داریم λ2 ]برای

−1 2
3 −6

]
v2 = 0

است. زیر بصورت v2 برای جواب ͷی

v2 =

[
2
1

]
ͬ شود. م قطری زیر بصورت A ماتریس

A = SΛS−1 =

[
−1

3
2

1 1

] [
−2 0
0 5

] [
−1

3
2

1 1

]−1

فیبوناچͬ سری ١ .۴

نرخ روی مطالعات حین در را زیر عددی سری میلادی، سیزدهم قرن ایتالیایی ریاضیدان فیبوناچͬ، لئوناردو
بعدی، عدد هر هستند. 1 و 0 ترتیب به سری اول عدد دو آورد. بدست خرگوشها نسل افزایش و ولد و زاد

است. خود از قبل عدد دو حاصلجمع

0, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, . . .

دهیم؟ ارائه Fk برای را مستقیمͬ رابطه ͬ توانیم م آیا دهیم. نمایش Fk با را سری این kام عدد کنید فرض
زیر بصورت uk بردار کنید فرض ͬ دهد. م پیشنهاد مسئله این برای را روش ͷی سازی قطری و ویژه مقادیر

باشد. شده تعریف

uk =

[
Fk+1

Fk

]
باشد. برقرار زیر رابطه تا دهیم قرار ماتریسͬ چه A جای به

uk+1 = Auk

ͬ آید م بدست ،Fk+2 = Fk+1 + Fk رابطه به توجه با

uk+1 =

[
Fk+2

Fk+1

]
=

[
1 1
1 0

] [
Fk+1

Fk

]
=

[
1 1
1 0

]
uk

٩



معادله کنیم. پیدا را A =

[
1 1
1 0

]
ویژه بردارهای و ویژه مقادیر باید Aku0 = uk آوردن بدست برای

ͬ دهیم. م تشͺیل را نما سرشت

|A− λI| =
∣∣∣∣1− λ 1

1 −λ

∣∣∣∣ = λ2 − λ− 1 = 0

ͬ آید م بدست

λ1 =
1 +

√
5

2
, λ2 =

1−
√
5

2

آوریم. بدست را متناظر ویژه بردارهای باید حال

(A− λ1I)v1 =

[
1− λ1 1

1 −λ1

]
v1 = 0

[
1− 1+

√
5

2
1

1 −1+
√
5

2

]
v1 = 0

است. زیر بصورت دستگاه این جواب ͷی

v1 =

[
1+

√
5

2

1

]
داریم λ2 برای ترتیب همین به

(A− λ2I)v2 =

[
1− λ2 1

1 −λ2

]
v2 = 0

[
1− 1−

√
5

2
1

1 −1−
√
5

2

]
v2 = 0

است. زیر بصورت دستگاه این جواب ͷی

v2 =

[
1−

√
5

2

1

]

ͬ آید. م بدست بنویسیم. {v1,v2} از خطͬ ترکیبی بصورت را u0 =

[
1
0

]
باید حال

u0 = α1v1 + α2v2 = α1

[
1+

√
5

2

1

]
+ α2

[
1−

√
5

2

1

]
= (

1√
5
)

[
1+

√
5

2

1

]
+ (− 1√

5
)

[
1−

√
5

2

1

]
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پس

Aku0 = (
1√
5
)λk

1

[
1+

√
5

2

1

]
+ (− 1√

5
)λk

2

[
1−

√
5

2

1

]
=

1√
5
(
1 +

√
5

2
)k
[
1+

√
5

2

1

]
− 1√

5
(
1−

√
5

2
)k
[
1−

√
5

2

1

]
نهایت ]در

Fk+1

Fk

]
= uk = Aku0 =

1√
5
(
1 +

√
5

2
)k
[
1+

√
5

2

1

]
− 1√

5
(
1−

√
5

2
)k
[
1−

√
5

2

1

]
ͬ شود م نتیجه این از

Fk =
1√
5

(
(
1 +

√
5

2
)k − (

1−
√
5

2
)k
)

و ریاضͬ روابط از بسیاری در که گویند طلایی نسبت را φ = limk→∞
Fk+1

Fk
= 1+

√
5

2
= 1.61803...

دارند. هم با طلایی نسبت φ و φ+ 1 که است این جالب ͬ شود. م یافت طبیعͬ نسبتهای همچنین

φ = φ+1
φ

= 1 + 1
φ

φ = 1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 + · · ·

ͬ کنند. م کوچ آن حومه به X شهر مردم 0.2 و ͬ کنند م کوچ شهر داخل به X شهر حومه جمعیت 0.1 سال هر .٣
جمعیت kام سال در باشد، z0 با برابر شهر خود جمعیت و y0 با برابر X شهر حومه جمعیت آغاز، در اگر

بود؟ خواهد صورت چه به شهر حومه و شهر
است. برقرار زیر رابطه باشند، بعدی سال در شهر خود و شهر حومه جمعیت z1 و y1 اگر }حل:

y1 = 0.9y0 + 0.2z0

z1 = 0.1y0 + 0.2z0

کرد. بیان ماتریس ͷی با ͬ توان م را ]این
y1
z1

]
=

[
0.9 0.2
0.1 0.8

] [
y0
z0

]
١١



است. زیر بردار کردن پیدا مسئله هدف

[
yk
zk

]
=

[
0.9 0.2
0.1 0.8

]k [
y0
z0

]
است. زیر بصورت نما سرشت معادله ͬ کنیم. م پیدا را A =

[
0.9 0.2
0.1 0.8

]
ماتریس ویژه −0.9∣∣∣∣مقادیر λ 0.2

0.1 0.8− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 1.7λ+ 0.7 = 0

ͬ آید م بدست
λ1 = 1 λ2 = 0.7

ͬ آید. م بدست λ2 و λ1 با متناظر زیر ویژه بردارهای

v1 =

[
2
3
1
3

]
v2 =

[
1
3

−1
3

]

ͬ نویسیم. م بردار دو این خطͬ ترکیب بصورت
[
y0
z0

]
بردار

[
y0
z0

]
= (y0 + z0)

[
2
3
1
3

]
+ (y0 − 2z0)

[
1
3

−1
3

]
ͬ آید م بدست Ak در طرفین ضرب ]با

yk
zk

]
= Ak

[
y0
z0

]
= (y0 + z0)(λ1)

k

[
2
3
1
3

]
+ (y0 − 2z0)(λ2)

k

[
1
3

−1
3

]
= (y0 + z0)(1)

k

[
2
3
1
3

]
+ (y0 − 2z0)(0.7)

k

[
1
3

−1
3

]
︸ ︷︷ ︸
k→∞ که زمانͬ صفر به ͬ کند م میل

ͬ آید م بدست k → ∞ وقتͬ نهایت در ]پس
yk
zk

]
= (y0 + z0)

[
2
3
1
3

]
=

[
2
3
(y0 + z0)

1
3
(y0 + z0)

]

گراف تئوری و ویژه مقادیر رابطه ۵
ͬ پردازیم. م گرافها همچون ترکیبیاتͬ ساختارهای تحلیل در ویژه مقادیر کاربرد از نمونه ای ادامه در

گراف بر کوتاه مقدمه ای ١ .۵
رئوس مجموعه معمولا ͬ شود. م گفته گراف رأسهای آنهای به که است اشیاء از خالͬ غیر مجموعه ای شامل گراف
ارتباط هر به که است رئوس میان ارتباطات از مجموعه ای شامل گراف همچنین ͬ دهند. م نشان V حرف با را
نمایش E حرف با معمولا را یالها مجموعه ͬ کنند. م وصل هم به را رأس ها واقع در یال ها ͬ شود. م گفته یال ͷی

١٢



مجموعه E و رئوس مجموعه V که ͬ شود م تعریف (V,E) زوج ͷی بصورت G گراف توصیف این با ͬ دهند. م
است. G گراف یالهای

با گراف ͷی زیر شͺل ͬ کنند. م تعریف را {a, b} ∈ E یال باشند متصل هم به که b ∈ V و a ∈ V رأس دو
یالهای مجموعه و V = {u,w, f, v, z, d, h, g} رئوس مجموعه

E = {{u,w}, {f, w}, {w, d}, {g, d}, {z, v}, {d, f}, {v, d}, {g, v}}

ͬ دهد. م نمایش را

تعریف: چند

راس درجه اینجا در ͬ شود. م گفته u راس درجه هستند، متصل u راس به که رئوسͬ تعداد به راس: درجه .١
است. گراف در راس ͷی همسایه های تعداد واقع در راس درجه ͬ دهیم. م نمایش du با را u

مثال برای باشد. داشته وجود یالͬ دنباله در متوالͬ راس دو هر بین که راسهاست از دنباله ای مسیر مسیر: .٢
گراف این در دیͽر مسیری v, d, w, f, w, u همچنین است. بالا شͺل گراف در مسیر ͷی u,w, d, g دنباله

است.

گراف گویند. همبند را گراف آنگاه باشد، داشته وجود مسیری گراف راس دو هر بین اگر همبند: گراف .٣
ندارد. وجود آن به مسیری و است ایزوله بصورت h راس چون نیست همبند بالا شͺل

ͷی را باشد) مسیری راس دو هر (بین باشند همبند که گراف رئوس از حداکثری مجموعه ای همبند: مولفه .۴
دارد: همبند مولفه دو بالا گراف گویند. گراف همبند مولفه

{u,w, f, v, z, d, g} {h}

گراف ͷی لاپلاسین ماتریس ٢ .۵
n در n ماتریس ͷی با ͬ توان م را G گراف اتصالات مجموعه است. شده داده راس n با G گراف کنید فرض
دارد. وجود A ماتریس در سطر ͷی G گراف راس هر با متناظر بͽذاریم، A را ماتریس این اسم اگر داد. نمایش
مقدار صورت این غیر در باشد داشته وجود j راس و i راس بین یالͬ اگر ͬ دهیم م قرار 1 را ماتریس Ai,j درایه

گویند. G گراف مجاورتͬ ماتریس را A ماتریس بود. خواهد صفر Ai,j

Ai,j =

{
1 if (i, j) ∈ E

0 otherwise

ͬ دهد. م نشان را گراف ͷی مجاورتͬ ماتریس از نمونه ͷی زیر شͺل
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G گراف در i راس درجه با برابر Di,i درایه i هر برای که ترتیب بدین ͬ کنیم م تعریف را D قطری ماتریس
ͬ کنیم. م تعریف زیر بصورت را G گراف لاپلاسین ماتریس حال هستند. صفر اصلͬ قطر غیر درایه  های بقیه باشد.

L = D − A

ͬ گوییم. م G گراف لاپلاسین ماتریس را L
داریم: بالا مثال برای

L = D−A =


4 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
0 0 4 0 0 0
0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 3 0
0 0 0 0 0 2

−

0 1 1 0 1 1
1 0 1 0 0 0
1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 1 0
1 0 1 1 0 0
1 0 0 0 1 0

 =


4 −1 −1 0 −1 −1
−1 2 −1 0 0 0
−1 −1 4 −1 −1 0
0 0 −1 2 −1 0
−1 0 −1 −1 3 0
−1 0 0 0 −1 2


لاپلاسین ماتریس ویژه مقادیر ٣ .۵

ͬ کنیم. م ذکر را آنها از تا چند ادامه در که دارد جالبی خواص لاپلاسین ماتریس

L نتیجه در و متقارنند D و A واقع در .LT = L دیͽر عبارت به است. متقارن ماتریس ͷی L ماتریس .١
بود. خواهد متقارن هم

است. صفر با برابر L سطر هر جمع .٢

ͷی را A مربع ماتریس است. (positive semi-definite ) معین شبه مثبت ماتریس ͷی L ماتریس .٣
باشیم داشته x ∈ Rn هر برای اگر گویند معین شبه مثبت ماتریس

xTAx ≥ 0

باشیم داشته x ∈ Rn هر برای اگر فقط و اگر گویند معین مثبت را A مربع ماتریس

xTAx > 0

داد. نشان L خواص از استفاده و xTLx دادن بسط با براحتͬ ͬ توان م را است معین شبه مثبت L چرا اینکه
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مثبت و متقارن ماتریس ͷی L ماتریس چون واقع در هستند. حقیقͬ و مثبت L ماتریس ویژه مقادیر همه .۴
L ماتریس ویژه مقدار ͷی λ کنید فرض بود. خواهند حقیقͬ و مثبت ویژه اش مقادیر همه است معین شبه

پس است معین شبه مثبت L چون باشد. آن با متناظر ویژه بردار ͷی v ∈ Rn و باشد

0 ≤ vTLv

دیͽر طرفͬ از
0 ≤ vTLv = vTλv = λvTv ⇒ 0 ≤ λ

باشد. مثبت باید λ پس است مثبت همیشه vTv و است صفر غیر v چون

کنید (دقت باشند L ویژه مقادیر بزرگ) به ͷکوچ (از ترتیب به λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn کنید فرض .۵
ویژه مقدار کوچͺترین دیͽر عبارت به .λ1 = 0 همیشه آنگاه باشند). تکراری آنها از بعضͬ است ممͺن
ستونͬ بردار نتیجه در است. صفر با برابر L سطر هر جمع که است این مطلب این دلیل است. صفر همیشه

بفرمایید ملاحظه است. L ماتریس ویژه بردار ͷی 1 تماما

L


1
1
...
1

 = (0)


1
1
...
1

 =


0
0
...
0

 λ = 0, v =


1
1
...
1


آنگاه باشد داشته همبند مولفه k تعداد به G گراف اگر .۶

λ1 = 0, λ2 = 0, . . . , λk = 0

L ماتریس در کنید فرض مطلب این درک برای بود. خواهند صفر L اول ویژه مقدار k دیͽر عبارت به
باشند. گرفته قرار هم کنار سطوری در هستند مولفه ͷی جزو که آنهایی که کرده ایم مرتب طوری را راسها

بعد. صفحه شͺل مانند بود. خواهد قطری بلوکͬ بصورت L ماتریس حالت این در
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1ها از متشͺل برداری ͬ توان م بلوک هر با متناظر بود. خواهد همبند مولفه های تعداد اندازه به بلوکها تعداد
زیر شͺل به باشند. 0 درایه ها دیͽر و 1 با برابر بلوک سطرهای با متناظر درایه های که بطوری ساخت 0ها و

کنید. دقت

مقدار نتیجه در کردیم. پیدا 0 ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار ͷی همبند) مولفه (هر بلوک هر با متناظر پس
اینکه نتیجه باشد. شده تکرار بار k باید 0 ویژه

λ1 = 0, λ2 = 0, . . . , λk = 0

آنگاه باشد داشته همبند مولفه ͷی تنها گراف اگر .٧

λ2 > 0
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