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  با نام او
  و كنترل ناخطيهاي  درس سامانه

  مقدمه

) با نگاه ناخطيهاي نه لزوماً خطي(يعني اعم از خطي و  اينكه متداول شده است براي گفتگو دربارة سامانه
شايد ريشه در اين داشته باشد كه رياضيات بيشتري در دسترس بوده است. و اين نيز ريشه  لطيف آغاز شود،

سازي مورد توجه قرار گرفته، سعي شده كه از  هايي كه براي رياضي در اين دارد كه در بسياري از سامانه
  سامانه برسند. سازيِ جزئيات آغاز نموده و با كنار هم قرار دادن آنها به رياضي

فقط به كليت رفتار  ،ها و جزئيات بلكه با نگاهي خبير چنانچه بدون در نظر گرفتنِ لطافتبه نظر رسد شايد 
اما جالب اين است كه يكي از  .شته باشد كه از نگاه لطيف آغاز شودگر لزومي نداعلاقمند باشيم، چه بسا دي

شناسي توسعه داده  اضيات لطيفگردد كه در ري شناسي، دوباره منجر به روشي مي هاي رياضي در خبير راه
لذاست كه رياضيات توسعه داده شده در  .(به ابتداي بخش خبيرشناسي مراجعه گردد!)شده است

  اي برخوردار شده است. شناسي از اهميت ويژه لطيف
 گردد و دربارة ها مي ها و سامانه علامتضمناً آنچه در بالا سخن از آن رفت صرفاً مربوط به نگاه تغييري به 

شناسي دربارة  نگاه رنگي بحثي جداگانه لازم است كه در اينجا فعلاً به آن كاري نداريم و شايد در آغاز خبير
  آن گفتگو كنيم.

  

  با نگاه تغييري رفتارشناسي لطيف

كه عموماً  ،اي ويژه علامتبا  در يك تناظر يك به يك ،ها علامتايد كه در نگاه تغييري همه  پيشتر آموخته
يابد كه مثلاً  است كه معني ميشوند. تغيير نيز بر اساس همين تناظر  شود، قرار داده مي زمان ناميده مي

اي را از  تغيير كرده است. به اين ترتيب هرگاه سامانه ��به  ��، از  ��تا  ��از زمان  �شود علامت  گفته مي
هاي مربوط به آن سامانه را به  گونگي تغييرات همة علامتديدگاه تغييري بخواهيم بيان كنيم لازم است چ

ايم.  گوييم به رفتار اين سامانه پرداخته پردازيم در واقع اصطلاحاً مي هرگاه به اين شرح مي نحوي شرح دهيم.
  لذا منظور ما از رفتارشناسي روشن است كه يعني همين دريافتن چگونگي اين تغييرات! . 

هنگاميكه سعي كنيم درحال آزمايش و تجربة آنها و شايد ثبت آنها هستيم.  گاه ميوقتي به اين تغييرات ن
مان  سازي تجربه اصطلاحاً درحال رياضيايم را بصورت رياضي بيان كنيم  داريم آنچه از اين تغييرات دريافته

هستيم.  داريم سنتي را براي اين تغييرات به دست آوريم درحال شناخت اين چگونگي . هرگاه سعيهستيم
سعي داريم اين شناخت را به صورت يك الگوي رياضي پيشتر ساخته شده، درآورده و بيان كنيم،  هرگاه

  اصطلاحاً در حال الگوسازي(مدلسازي) رياضي هستيم.
سازي انجام شده، صرف نظر نموده و شما ناگهان با سامانة  اما بسيار متداول شده كه از چگونگي رياضي

رود تا رفتارشناسي كنيد. اما از نظر دور نكنيد كه هنگام  شويد و از شما انتظار مي يرياضي شده مواجهه م
به مفاهيم آنچه در روند شناسايي يك سامانه چنين شرايطي در كار نيست و لذا بسيار مهم است كه 

ست هاي رياضي نهايي كه به د كنيم به خوبي تسلط يابيد و فقط به بيان رفتارشناسي به آنها توجه مي
  آيند بسنده نكنيد. مي
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  و گمان كامل بودن سامانه حال و تحول آن

همة آن چيزهايي است كه اگر معلوم باشند، گويي آن سامانه همه چيزش معلوم است. به  ،حال يك سامانه
تا  8تاي آنها، بقية  2فقط با دانستن در هر لحظه اند،  چيزي كه سامانه را تشكيل داده 10اگر از اين ترتيب 

  كنند. تا، حال سامانه را مشخص مي 2در آن زمان قابل به دست آوردن باشند، آن 
از همين رو براي شناخت چگونگي تحول سامانه لازم نيست به تحول همة متغيرها پرداخت بلكه شناخت 

  كند. تا كفايت مي 2كند و در نمونة بالا شناخت از تحول همان  تحول متغيرهاي حال كفايت مي
ايم كه تحول حال از كنون به حال  بر اين گمان باشيم كه سامانه را آنچنان كامل در نظر گرفتهه چنانچ
هايي را كه چگونگي تحول از حالي به  هيچ اطلاعاتي بجز حال كنوني را لازم ندارد و سنت يا سنت ،بعدي

امانه را كامل گمان گوييم س ، در اين صورت ميهيچ ترديدي در دست داريم حال بعدي را صد در صد و بي
  ايم. كرده

دانيم كه اگر گمان كامل بودن سامانة در نظر گرفته شده توسط ما، بر علمي از طرف خداوند  بخوبي مي
تواند مورد  استوار نباشد، گماني بيش نبوده و باندازة همان گمان قابل اعتنا بوده و در همان محدوده مي

  استفاده قرار گيرد.
دهيم و  را پاية كار قرار ميكامل بودن در بسياري از موارد ما بدون اينكه چنين علمي داشته باشيم، گمان 

گاهي هم چيزي  كنيم سنت تحول را نيز از روي مشاهدات به دست آوريم. رويم و حتي كوشش مي پيش مي
كامل است، گاه پاسخ  درست وكه كرديم  بينيم آن سنتي كه خيال مي آوريم ولي بعدها مي به دست مي

شويم كه آيا اين از ناديده گرفتن چيزهايي است كه بايد در سامانه دخيل  دهد. لذا سر در گم مي نمي
شود. اينها چيزهايي است كه هرگاه فقط به تجربه  مان ناشي مي يافته  ايم يا از نادرست بودن سنت انگاشته مي

  گريزناپذير است.بستري(فقط تجربه)  در چنيندهد! و شايد  تكيه داشته باشيم، رخ مي
هايي را  مان همواره نقص هاي صرفاً مبتني بر تجربه جا لازم است به خود هشدار دهيم، كه در برداشت همين

جايي كه مجاز هستيم با  از همه مهمتر اينكه آنها را در همان از هر دو نوع در نظر گرفته و لحاظ كنيم.
  بنديم.مون و خطا پيش رويم، به كار زآ

هاي در  روشن است كه تنها خداوند عليم و حكيم است كه به كامل بودن سامانة در نظر گرفته شده و سنت
هيچ كم و  توانند آينده را بي تواند حكم كند. به همين دليل هم هست كه تنها كساني مي نظر گرفته شده، مي

  قطعي داده باشد.بيني كنند كه خداوند به آنها چنين تسلطي را هرچند م كاست پيش
ايم، به دست آورديم، همواره  اي كه درنظر گرفته معادلاتي را براي رفتار سامانه ،كه بر اساس تجربياتي هنگامي

 اي داريم بايد با تواضع و فروتني كامل بيان كنيم كه اگر خداوند وقتي بر اساس آن دربارة آينده داوري
  توان روي اين معادلات حساب نمود. د، پيش رود، آنگاه ميهمانگونه كه پيشتر به ما چنان نشان داده بو

به اين ترتيب است كه خداوند اين امكان را به ما داده تا در اين راه در حال كشف و شناخت هرچند ناقص از 
ها مقرر  اي بسيار لطيف بين اجزاي گوناگون جهان و جهان هايي باشيم كه خداوند متعال بگونه احكام و سنت

اي  امام صادق كه بر ايشان درود، را با ترجمه براي درك بهتر اين مهم قسمت كوچكي از گفتار ت.نموده اس
  آوريم: اللفظي مي تحت
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تِ الْقَلْــبَ عـَـلىَ مَــا عاَينَـَـتْ وَ تفََك
ــرَ الْقلَْــبُ  ...  لىَ خَلْقٍ مُت
صِلٍ بعَْضُهُ بِبَعْضٍ فدََل
)

تْــهُ افنَظََرَتِ العَْينُْ ا لعَْــينُْ عـَـلىَ مَــا عاَينَـَـتْ مِــنْ حِــينَ دَل

ةً  
رُ مَر 
دٍ يُرَى وَ لاَ دَعاَئمَِ تمُْسِكُهاَ لاَ تؤَُخ مَاءِ وَ ارْتِفاَعِهَا فيِ الهْوََاءِ بِغَيرِْ عمََ 
ةً  مَلكَُوتِ الس 
ــبِطُ مَــر ولَ وَ لاَ تهَْ مُ اIخْــرَى فـَـتزَُ 
فتََنْكَشِطَ وَ لاَ تقَُــد
مِ وَ لاَ تتََدَ فتََدْنوَُ وَ لاَ ترَْتَ  
PQْيَاليِ وَ الا
لقُُ لاِخْتِلاَفِ الل ُ لِطُولِ الاQْمَدِ وَ لاَ تخَْ 
اعَى مِنهَْا aَحِيَــةٌ وَ لاَ ينَْهَــارُ مِنهَْــا طَــرَفٌ فِعُ اIخْرَى فتََنْاQى لاَ تتََغَير

بْعَةِ المُْخْتَلِفَةِ  
َ  مَعَ مَا عاَينَتَْ مِنَ النgجُومِ الجَْاريِةَِ السـ نةًَ ب وجِ يوَْماً بعَْدَ يوَْمٍ وَ شَهْراً بعَْدَ شَهْرٍ وَ سـَ وَرَانِ الفlََِْ وَ تنَقgَلِهَا فيِ البرُُْ َnِ عْــدَ بِمَسِيرِهَا
يِعُ وَ مِنْهاَ البَْطِي 
نَةٍ مِنْهاَ السر تِقَامَتُهاَ وَ اQ  سـَ يرِْ ثمُ
 رُجُوعُهاَ وَ اسـْ 
ــمْسِ وَ هيَِ ءُ وَ مِنهْاَ المُْعْتَدِلُ الس 
خْذُهَا عَرْضاً وَ طُــولاً وَ خُنوُسُــهاَ عِنْــدَ الش

انِ فيِ اQزْ  َ 
وجِ دَائِبَــينِْ لاَ يتََغَــير ــمْسُ وَ القَْمَــرُ فيِ الـْـبرُُ 
ذَا غرََبـَـتْ وَ جَــرَى الش
)
مَــا يعَْــرفُِ ذَِ�َ مَــنْ يعَْــرفُِ مُشرِْقةٌَ وَ ظُهوُرُهَــا ا مِنتَهِمَِــا وَ اQوْقَاتهِِ

سَ  كمْةٍَ يعَْرفُِ ذَوُو الاQْلبَْابِ بحِِ   ...  ابٍ مَوْضُوعٍ وَ اQمْرٍ مَعْلوُمٍ بحِِ
  

كند قلب را بر  كند چشم به آفرينشي كه متصل است برخي از آن به برخي، پس راهنمايي مي ... پس نگاه مي
 ـ   مي اش كند آنگاه كه راهنمايي كند و قلب تفكر مي آنچه معاينه مي كنـد از   ه مـي كند چشم بـر آنچـه معاين

ملكوت آسمان و بالا برده شدنش در هوا، نه به وسيلة ستوني كه ديده شود و نه آوندهايي كه نگه دارنـدش،  
افتد دگربار، كه در نتيجـه از جـا در    افتد باري، كه در نتيجه از جا كنده شود و پيش نمي نميپس با اين حال 

رود دگربار، كه در نتيجه  در نتيجه نزديك شود و بالاتر نمي افتد باري، كه  رفته و از بين رود، و نيز، فرو نمي
آفريند بخاطر پشت سر هم آمـدن   زمان و نمي درازيِ گذرِگردد بخاطر  روگردانده و دور شود. دگرگون نمي

راند طرفي از آن(اجرام خـود را)، همـراه    اي از آن(ديگر اجرام را) و نمي خواند ناحيه ها و روزها و نمي شب
دار هفتگانة پشت سر هم، بوسيلة مسيرهاشان (كه) بواسـطة   كند از سياره و ستارگان جريان معاينه مي هرآنچه

هاشان(است) روزي بعد روزي و ماهي بعد ماهي و سالي بعد سالي. برخي  شان در برج دوران فلك و جابجايي
شـان   برخورداريشان و  يداريشان و پا از آنها روندي سريع و برخي كُند و برخي ميانه دارند. سپس بازگشت

شان هنگاميكـه   شان نزد خورشيد درحاليكه او نمايان و پرتوافشان است و پديداري و پنهان شدن درازاپهنا و 
در  دهنـد آنكـه تغييـر    بـي  ،(شـده) دو كوكهـا بصـورت    اند خورشيد و ماه در برج كند و روان غروب مي

  ... ! هاشان و وقت شانها زمان
  

ها و  دانشمندان واقعي همواره عقل نموده و در راه تجربه و مشاهده هيچگاه از هدايت از همين روست كه
ها و  گيرند و هم در سنت اي كه در نظر مي ورزند تا خطاي خود را هم در سامانه هاي او غفلت نمي راهنمايي

  آورند، كاهش دهند. احكامي كه براي آن به دست مي
ا در دو نمودار زير خلاصه نمود. در يكي هم سامانة مورد مطالعه توسط توان مطالب بالا ر به اين ترتيب مي

كند. در ديگري اين هر دو توسط يك  دهي مي هاي او بطور كامل فرمان خداوند داده شده و هم احكام و سنت
  شكل گرفته است. ،داده يانساني كه خداوند تا حدودي به او بينش
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  1 لشك
  

كسي وابسته است و خواست او نيز مستقل از  چون گمان داريم كه برخي متغيرها به خواست دقت كنيد،
ايم و كاملاً مستقل نشان داده شده است. حال  متغيرهاي ديگر است، پس نامي ديگر يعني نام ورودي داده

ها در متغيرهاي ديگر است  منوط به در نظر گرفتن تأثير تغيير ورودي ،كامل درست است كه رفتارشناسيِ
 نگهتغيير  ها را بي را بدانيم، لازم است ورودي غيرمستقلمتغيرهاي بينِ ولي براي اينكه فقط بخواهيم لطافت 

  دهند.خود را نشان بتوانند  ،گروهي هاي درون تلطافدر نتيجه تا تأثيري در تغييرات نگذارند و  داريم
  

  گمان پيوسته بودنِ زمان و تبعات آن

بعدي آن فاصلة آن سخن گفت چراكه  توان از بعديِ توجه كنيد كه پيوسته گمان كردن چيزي يعني نمي
مان(هرچند با  در واقع ما بر اين گمانيم كه گويي بين هر دو مشاهده تواند كوچك باشد! . هرقدر بخواهد مي

ة ديگري رخ دهد. با اينكه اين گماني بيش نيست ولي با چنين گماني توانسته مشاهد فاصلة كوچك) مي
  است كه اساساً رياضيات پيوسته شكل گرفته است.

 � سخن بگوييم، از سرعت تغييرِ (��)�و  ��از تغييرِ آن به  (��)�و  ��ناچاريم بجاي اينكه در هر لحظة  لذا

���،  ��در لحظة  از همين جاست كه معادلات  .ي نظير آن (��)�ي خاصي و ��نه از و  سخن بگوييم،  (��)

پيوسته به صورت سرعتي بيان  و معادلات حالت زمان گسسته بصورت گام به گام(تفاضلي) حالت زمان
سرعت  �پيوسته  دهد درحاليكه در زمان بعدي را مي گامِچگونگي حال در  �گسسته  شوند. در زمان مي

  دهد. تحول حال را مي
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  2 شكل

  
  

  هاي مرتبة اول رفتارشناسي سامانه

مرتبة اول يعني فقط يك متغير حالت داريم. پس سخن فقط دربارة چگونگي تغيير و تحول آن است. اين 
ورودي را در اين  يرولي چون متغ .البته به متغير ورودي مربوط استنيز تغيير فقط به خود آن و 

  گيريم، پس اين مقدار ثابت يك تأثير اوليه در چگونگي آغاز تحليل دارد. رفتارشناسي، ثابت مي
پيوسته چگونگي سرعت اين متغير بر حسب خودش بايد مد نظر قرار گيرد. اگر پيشتر اين چگونگي  در زمان
شناسايي شده باشد و به صورت رياضي نيز بيان شده باشد، پس شما سرعت متغير را بر حسب  ،سرعت

��  :نويسيد خواهيد داشت و مي �خودش به صورت يك تابعي مثلاً به نام  = �(�, �) 
��  توان نوشت: بگيريم، مي ��را ثابتي مانند  �كه اگر  = �(�, ��) = ���(�) 

�)�  :نويسيد گسسته مي يا در زمان + 1) = ���(�), �(�)� 
�)�  توان نوشت: هاي ثابت مي و يا براي ورودي + 1) = �(�(�), ��) = �����(�)� 

  
علامت  هم علامت با خودش باشد، متغير افزايش خواهد يافت و اگر نا هم متغير روشن است كه اگر سرعت

متغير كاهش خواهد يافت. باز روشن است كه سرعت اين افزايش يا كاهش نيز درست از روي اين تابع  باشد،
شود كه در آن مقادير ما هيچ تغييري  آيد. در حالت ويژه اگر اين سرعت صفر باشد معلوم مي به دست مي
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همانجا خواهيم ماند. به  نخواهيم داشت و چنانچه به آنجا برسيم يا از آنجا آغاز كنيم، تكان نخورده و در
  هايي چنانچه وجود داشته باشند، حال سكون يا تعادل گويند. يا حال  چنين حال

ن سبب گي به اي اي برخوردار است. اين ويژ سكوني از ارزش ويژه هاي بررسي رفتار در همسايگي چنين حال
همسايگيِ هر قدر نزديك يا در  بماندثابت  ،مقدار حالت، ما علاقمنديم تا است كه در بسياري از موارد تنظيم

سكون برقرار باشد آن را صفت از  هرچند كوچكي همسايگيهر لذا اگر چنين رفتاري در  بمانيم. ،ثابتي به
  شود. نامندش و در غير اين صورت ناپايدار ناميده مي پايدار داده و سكون پايدار مي

تر نيز  مان مطمئن باشيم كه به سكون نزديك و نزديكاي باشد كه با گذر ز اگر در اين همسايگي رفتار بگونه
  گويند پايدار مجانبي است. كنند و مي ، پس به آن صفت مجانبي نيز اضافه ميشويم مي

متناسب  به سكون متغير نزديكيِ شوندگي با خود اي باشد كه سرعت نزديك شوندگي بگونه اگر اين نزديك
يك رفتار  ا پايدار نمايي گويند چراكه اساساً تعريف نمايي بودن، آن ربزرگتر باشد يتناسب يكيا از  باشد

گويند  همين است كه سرعتش با خودش متناسب باشد. البته چنانچه اين تناسب با علامت منفي باشد مي
ناميم. هرچه قدر مطلقِ اين  ميرايي نمايي داريم و در صورت مثبت بودن تناسب، آن را نمايي فزاينده مي

عكس آن را  ،كه در ميرايي دهد به طوري تر رخ مي سريع )يا فزايندگي(تر باشد ميرايي بزرگضريب تناسب 
  نامند. ميرايي مي ثابت زمانيِ

در يك  (�)�گويند. در اين صورت تابع  »تنها«اگر چسبيده به سكون هيچ سكوني نباشد آن سكون را 
  فقط يك ريشه، آن هم در سكون دارد. هر چند كوچكي از سكون همسايگيِ
هاي گوناگون آورده شده است. به زبان (�)�هاي زير هر يك از موارد بالا بصورت نموداري از  در شكل

حداقل يك همسايگي از سكون يافت شود كه لازم و كافي است كه  ،نموداري روشن است كه براي پايداري
براي پايداري مجانبي . درون يا در مرز ناحية دوم و چهارم باشد (�)�اگر مبدأ را به سكون منتقل كنيم، 

لازم و كافي است كه مطلقاً درون اين نواحي باشد و نه در مرز! . براي پايداري نمايي نيز لازم و كافي است 
در ناحية دوم بالاي اين خط  (�)�ي راست گذرنده از اين دو ناحيه با شيبي منفي بتوان رسم نمود كه خط

  در ناحية چهارم زير اين خط يا مماس بر آنها قرار گيرد. و
  
  

x

f(x)

اهنت نوكس
ييامن و يبناجم رادياپ

اهنت نوكس
رادياپان

اهنت نوكس
ييامن و يبناجم رادياپ

 و اهنتريغ نوكس
يبناجمريغ يلو رادياپ

اهنت نوكس
  ييامنريغ يلو يبناجم رادياپ

  
  3  شكل
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 ،كند. يعني سنت و قانونِ تغيير با زمان تغيير نمي،  �يعني  ،تغيير چگونگيِ در بالا فرض بر اين بود كه تابعِ
نامند. اگر چنين فرضي را برداريم،  مي گردانكند كه در اين صورت خود با گذشت زمان تغيير نميخودش، 

هاي خداوند نه  گويند. قرآن فرموده در سنت گرداناصطلاحاً به سامانة مربوطه متغير با زمان يا ناخود
  دهد. تحويلي(تغيير آرام و پيوسته) و نه تبديلي(بطور كلي بدل شدن به ديگري) رخ مي

گيريم، گاهي بهتر است و يا  براي الگوسازي در نظر ميلذا احتمالاً بدليل نقص در فرضيات گوناگون ما كه 
مقاومت الكتريكي را در نظر بگيريد كه مقاومت  ،ناچاريم كه قانون را متغير با زمان بگيريم. به عنوان نمونه

بينيم اين با درجه حرارت محيط و همينطور حرارتي  گيريم ولي در ادامه مي آن را ثابت با زمان در نظر مي
حال دو راه داريم. يكي اينكه بخواهيم متغير مقاومتش تغييراتي دارد!  ،كند در كار ايجاد ميكه خودش 

تر نموده و لذا تعداد متغيرهاي  درجه حرارت را نيز در الگوسازي رياضي خود وارد نموده و الگوسازي را دقيق
، مقاومت را متغير با زمان حالت را افزايش دهيم. ولي راه ديگر اين است كه بجاي افزايش متغيرهاي حالت

بگيريم. در اين صورت است كه سادگي تك متغيره بودن را گرفته ولي از طرف ديگر غير ثابت بودن سامانه 
ايم. اين موضوع در بسياري از موارد كاربرد دارد. به هر حال در چنين صورتي لازم است  با زمان را پذيرفته

  بنويسيم:
 �� = �(�, �, �)   

  گسسته : زمانيا در 
 �(� + 1) = ����(�), �(�)�  

  
چيزي باشد غير از آنكه در گام  �، ممكن است  � براي اين است كه نشان دهيم در هر گامِ �زيرنويس 

  ي داريم.�� ،ديگر لزوماً ثابت نبوده و در هر گام �قبلي يا بعدي هست! و لذا 
و نموداري آورديم به  همگانيرا كه به دو زبان سادة  تر آمدهبالا مفاهيمكنيم همان  حال در ادامه سعي مي

  عددي نيز بيان كنيم. زبان رياضيِ
  

  تعريف پايداري يك سكون

�براي هر  > �هاي متغير با زمان) داده شده، يك  (به عنوان زمان آغاز براي سامانه��و  0(�, ��) > يافت  0
(��)�‖شود كه :   − � ‖ < �(�, ��) 				→ 			 ‖�(�) − � ‖ < �	   

  نامند. نداشته باشد، اصطلاحاً پايداري را يكنواخت مي،  ��يعني  ،هيچ بستگي به زمان آغاز �چنانچه 
خواهيم از آن خارج نشويم، دلخواه است و مثلاً هرقدر  اي كه مي عبارت بالا به اين معني است كه همسايگي

دلخواه  ان در درون اين همسايگيِگويد كه بايد بتو تواند كوچك باشد. حال عبارت بالا مي بخواهيم مي
حالت معرفي نمود كه با آغازِ دلخواه از درون آن، مطمئن باشيم كه تر،  اي، هرچند بسيار كوچك همسايگي

4 (شكلدابتدايي، خارج نشو در ادامه از همسايگي دلخواه (.  
نه به حال واگذاري ساماخواهيد پس از  تنظيم اين بدين معني است كه اگر مياز ديدگاه توجه كنيد كه 

  .رده باشيدرها ك �خارج نشود، لازم است آن را در همسايگي  �خود، از همسايگي 
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  ۴ شكل

  
  

  تعريف جاذب بودن يك سكون

�يك (��) > (��)�‖باشد كه :   0 − � ‖ < �(��) 				 											$%&			‖�(�) − � ‖ 				
→'								())))))* 0	   
 .شود يده ميامنيكنواخت  جاذب، نداشته باشد، اصطلاحاً  ��هيچ بستگي به زمان آغاز، يعني  �چنانچه 

هاي متغير با زمان مطرح است وگرنه براي  روشن است كه يكنواختي و يا عدم آن فقط براي سامانه
  همواره يكنواختي وجود دارد. هاي نامتغير با زمان سامانه

ل كردن به صفر به اين معني نيست كه لزوماً از همان ابتدا، كم شدن فاصله توجه اكيد داشته باشيد كه مي
ي كوچك داده شده،  دهد و يا لزوماً همواره درحال كوچك شدن باشد. بلكه كافي است براي هر فاصله رخ مي

  ي كوچك، كوچكتر بماند. زماني بتوان داد كه از آن پس، فاصله، از آن داده شده
  

هايي باشد كه در عبارت بالا آمده  بعدي در صفحه رسم كنيد كه چگونگي تغيير، بگونههاي دو  شكل - تمرين
گاه در حال كم شدن  -2همواره در حال كوچك شدن باشد.  - 1است ولي همگي جاذب باشند. يعني فاصله: 

ل در آغاز حركت، افزايشي ولي سپس همواره در حا -3و گاه در حال افزايش ولي در مجموع كاهش يابد. 
  كاهش.

  
  تعريف پايداري مجانبي

آيد  شود. در اينجا اين پرسش بوجود مي مجانبي خوانده مي آن، چنانچه سكوني پايدار و جاذب باشد، پايداري
 ايندرك كه گاه ممكن است! براي شود سكوني جاذب باشد ولي پايدار نباشد؟! پاسخ اين است  كه آيا مي

كه اين براي  گردد ولي راهنمايي مي !؟ .ابتدا سعي كنيد خودتان فكر كنيد چگونه ممكن است رخداد،
  هاي مرتبة اول ممكن نيست بلكه براي مراتب بالاتر چنين چيزي ممكن است! سامانه
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  تعريف پايداري نمايي

�يك  > (��)�‖باشد كه :   0 − � ‖ < �				 											$%&			 ‖�(�) − � ‖ < +‖�(��) − � ‖,-.
كه البته   	 /	, + > 0 .  
ماند و لذا چگونگي  اين به معني است كه فاصلة حالت از حالت سكون زير يك نمايي باقي مي

  كند. زماني مربوطه ارائه مي تر از آن الگويي خواهد بود كه آن نمايي و ثابت شوندگي سريع نزديك
  

نشان دهيد  -نموداري كه بالاتر ديديد، الف هاي هاي بالا آمده و نه استدلال با استفاده از تعريف - تمرين �� = −�0 + , �)در سكونِ   � � ) = معرفي  �داده شده يك  �پايدار است.(يعني بايد براي هر  (0,0)
ثابت كنيد  - نشان دهيد پايدار مجانبي نيز هست.(يعني جاذب بودنش را نيز نشان دهيد) ج -كنيد) ب

  موارد گذشته را با توجه به نمودار نيز بحث كنيد.هر يك از  -دپايداري نمايي ندارد. 
  

پايداري مجانبي و  ،هم با استفاده از نمودار و هم با توجه به تعاريف عددي بالا، دربارة پايداري  - تمرين
��پايداري نماييِ سامانة   = −�0 + ≠ �هاي ديگر كه  ولي اين بار در سكون � است بررسي و بحث  0

,/دعي هستيد پايداري نمايي دارد، سه عدد در مواردي كه م كنيد. +, �  را اعلام كنيد.  �.2
  

هاي لازم و كافي نموداري داده  ي بالا، ثابت كنيد شرط با استفاده از تعاريف عددي داده شده - تمرين
راهنمايي:  باشند. پايداري مجانبي و پايداري نمايي در مرتبة اول كاملاً درست مي ،ي بالاتر براي پايداري شده

  عبارتند از: ،، به ترتيبهاي نموداري داده شده به عددي دقت كنيد كه ترجمة شرط
  (� − � )��(�, � ) − �(� , � )� ≤ 0 (� − � )��(�, � ) − �(� , � )� < 0 (� − � )(�(�, � ) − �(� , � ) − /(� − � )) ≤ 0 
  

,�)اگر با تغيير متغير، سكون را از  - تمرين �) = (� , 4)به  ( � = � − � , 5 = � − � ) = (0,0) 
�4 شوند: زير نوشته مي تر ساده به صورت هاي بالا ببريد، شرط = �(4 + � 	, 5 + � ) = �6(4, 5)  

 4	�6(4, 0) ≤ 0 4	�6(4, 0) < 0 4	��6(4, 0) − /4� ≤ 0 
  

هاي  امانهسها براي  كنيم، خواهيم ديد كه اين شرط هاي مراتب بالاتر گفتگو مي وقتي دربارة سامانه ،جلوتر
تابع  همينطور هنگاميكه از روشِ آنها منتفي است. هاي كافي هستند ولي لزومِ مراتب بالاتر همچنان شرط
 ساده خواهيم سخن بگوييم، خواهيم ديد كه آن روش نيز ريشه در همين شروط لياپانوف براي پايداري، مي

  دارد.
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�� ، الگوي تغييراتي مرتبة اولامانهبراي يك س - تمرين = −�(�� − 1) + الف)  ارائه گرديده است. �
ب)  هايِ ممكن در ورودي و حالت واقعي ارائه كنيد. را به همراه اين الگو و نايقيني نمايشِ بلوكيِ سامانه

� هايِ الگو را براي تعادل = � ج) بازاي هر يك داوري كنيد. دور و بربدست آورده و در مورد نوعِ رفتار  0 = �� ≠ دقت بحث ه آنها ب دور و برهاي ممكن و نوعِ رفتار  دير گوناگون آن، در مورد تعادل، بازاي مقا 0
  كنيد.

  

هاي  شرط پيوسته، مشابه زمان مرتبة اولهاي  سامانهتمامي انواع سكون را در نظر گرفته و براي  - تمرين
مشخص  �بر حسب  (�)�لازم و كافي براي پايداري، پايداري مجانبي و پايداري نمايي را بر اساس نمودار 

  بازتعريف كنيد.گسسته  به زبان زماننمايي بودن را لازم است كنيد. دقت كنيد كه 
 

را در نظر گرفته  پيوسته تعاريف زمانگسسته دوباره بنويسيد.(كافي است  تعاريف عددي را در زمان - تمرين
  ن گسسته در آيد)و هر جا لازم است تغييري در ادبيات بدهيد، اعمال كنيد تا به زبا

  

(�)� ي معادله ي با روش برگشتي زير براي يافتن ريشه تر پيش - تمرين =  ، آشنايي داريد. 0

�7� + 18 = �7�8 − �(�7�8)�′(�7�8) 
(�)� هاي معادلهالف) نشان دهيد ريشه =   د. باش مخالف صفر) �نسبت به  �مشتق ( ′� باشند. بشرط اينكه در اين نقاطبالا ميي  امانه، نقاط تعادل س0
اين  هاي نشان دهيد كه تمامي تعادل، هاي بالاتر به دست آورديد هايي كه در تمرين ب) با توجه به شرط

  البته با همان شرط مذكور در الف.. اند ، پايدار مجانبيامانهس
  

  سازي در سكون روش خطي

اگر شيبِ  ،ينمايهنگامِ پايداري  كند كه ايم، ما را به اين راهنمايي مي ي يافتهنماياي كه براي پايداري  قاعده عددي منفي به دست آيد يعني مماس بر منحني در سكون بايد را در سكون به دست آوريم، بايد  (�)�
با شيب  توان خط ديگري بالا يا پايين خط مماس باشد، همواره مي �خطي با شيب منفي باشد. حال اگر 

در واقع تعريف مماس اين را  قرار گيرد.خط جديد برعكس شده و پايين يا بالاي آن  �منفي يافت كه 
  كند. شكل زير اين موضوع نشان داده شده است. تحميل مي

توان با  در سكون منجر به عددي منفي گردد، مي سازي گيريم: هرگاه خطي بر اساس بيانِ بالا، نتيجه مي
و حتي برعكس آن نيز درست است، يعني، اگر خطي سازي منجر به داريم.  نماييقاطعيت گفت كه پايداري 

توان  نداريم. حتي بيش از اين نيز مي نماييعددي منفي نگردد، مثلاً صفر يا مثبت گردد، حتماً پايداري 
  نتيجه گرفت كه اگر مثبت شد، حتماً ناپايداري داريم.
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دربارة پايداري يا ناپايداري نمود ولي با اين حال اي  توان هيچ داوري شود، نمي تنها هنگاميكه نتيجه صفر مي
  داريم!ي قطعاً نايمنتوان نتيجه گرفت كه پايداري  البته مي

  

  
  

  5 شكل
  

توان، انجام  اي كه مي هاي زير هر داوري سازي در سكون دربارة نوع آن براي سامانه با كمك خطي - تمرين
��دهيد.  = −�� + �� و  � = �� + �بازاي   � = 0	, 1	, −1	  

  
گفت توان  ، ميدور و بر سكون (�)�سازي از ديدگاه ديگري نيز قابل بيان است. با توجه به رفتار  اين خطي

كه گويي رفتار سامانه در همسايگيِ باندازة كافي نزديك سكون، نزديك به رفتار همان خط مماس است. 
  ايم. اي خطي است با همان شيبي كه به دست آورده به رفتار سامانه ي اصلي، نزديك يعني رفتار سامانه

توان رسيد. در  هاي مشابه مي سازي در سكون به همين داوري هاي مراتب بالاتر نيز به روش خطي در سامانه
نزديك به  ،سكون ي اصلي در نزديكيِ رسيم كه رفتار سامانه اي خطي مي سازي به سامانه حقيقت با خطي
  پردازيم. ي اصلي مي به داوري دربارة رفتار آن سامانه ،ي خطي است و از روي اين رفتار رفتار اين سامانه

ها صفر  از شيبيا چند تا  ي رسيد كه يكايمن ي پايداري توان به داوري قاطعي درباره تنها هنگامي نمي
ي  از مقادير ويژهيا چند تا  ين معني است كه يكند متغيره به امانند آنچه در بالا ديديد. اين در چ ،گردد

ناپايدار است كنيم كه  آساني داوري ميه صفر گردد. البته اگر حتي يكي از مقادير ويژه مثبت گردد ب ،سامانه
  ي است.ايمنكنيم كه پايدار  و اگر همة آنها منفي گردد داوري مي

  
شود كه به  گسسته مي ي خطيِ زمان يك سامانهگسسته، منجر به  هاي زمان سامانه سازي در خطي - تمرين

هر يك از پيوسته بيان گرديد، براي  هاي بالا كه براي زمان داراي مقادير ويژه است. شرط ،تعداد مرتبة سامانه
  ي، ناپايداري و ناتواني در اظهار نظر، چگونه خواهند بود؟ايمنپايداري موارد: 
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(�)�هاي  اي كه در بالاتر براي يافتن ريشه ي گسسته سامانه - تمرين = ، بررسي كرديد، در نظر گرفته و  0
  ي است.يمانسازي در سكون، نشان دهيد پايدار  به روش خطي

  

  هاي ناخودگردان(متغير با زمان) سامانه

هاي متغير با زمان  سامانهبررسي شد كه نامتغير با زمان بودند. بررسي  يهاي سامانه ،هاي بالا در تمام تمرين
را  ي اول مرتبه در ادامه ابتدا چند نمونه خطي متغير با زمان برخوردار است.از لطف بسياري  ناخطيخطي و 

��دهيم. شكل كلي به صورت  مورد توجه قرار مي = /(�)	� + اگر ورودي را غيرصفر  قابل بيان است. �
سكون نيز با زمان در حال تغيير خواهد بود ولي اگر ورودي در واقع گويي  شود. بگيريم، كار كمي پيچيده مي

  صفر خواهد بود. درسكون تنها يك را صفر بگيريد، 
) ��مثلاً( ،ي متغير با زمان در يك زمانِ خاص جا بياموزيم. اگر هر سامانه بد نيست يك اصطلاح مهم را همين

ي جديد نامتغير  تواند در نظر گرفته شود كه نامتغير با زمان است. به اين سامانه اي مي سامانه داشته شود، نگه
  شود. گفته مي )frozen» (داشته نگه«ي  با زمان، سامانه

داشته شده در  هاي نگه سامانه اينيكي از موضوعاتي كه بسيار مورد مطالعه قرار گرفته ارتباط دادنِ رفتار 
 ي ست. مثلاً اين پرسش ساده مطرح شده است كه اگر همهي اصلي ا سامانه ون با رفتارِهاي گوناگ زمان

توان نتيجه گرفت كه  ي متغير با زمان، پايدار باشند آيا مي از يك سامانه ي درآمده داشته شده هاي نگه سامانه
هاي فراواني شكل  ژوهشدر راستاي پاسخ به اين پرسش پ ي اصلي متغير با زمان نيز پايدار است؟! . سامانه

  گرفته است.
ها پايدار باشند، حتماً  داشته ي نگه ي اول اين است كه اگر همه هاي مرتبه پاسخ اين پرسش براي سامانه

هاي مراتب بالاتر  ي اصلي نيز پايدار است. حال جالب توجه اين است كه اين موضوع براي سامانه سامانه
ي اصلي پايدار باشد كه  ها پايدار باشند لزومي ندارد كه سامانه شده تهداش ي نگه قطعي نبوده و اگر حتي همه

  هاي مراتب بالاتر بيشتر مورد بررسي قرار خواهيم داد. هنگام رفتارشناسي سامانه ،اين موضوع را جلوتر
هاي  هتوان مواردي را داشت كه با اينكه سامان ي اول مي هاي مرتبه در سامانهتر اين است كه  توجه اما جالب

ها  هايي را در تمرين ي اصلي پايدار است. در ادامه نمونه داشته برخي يا حتي همگي ناپايدارند ولي سامانه نگه
  كند. كنيم كه اين موضوعات را تا حدودي مطرح مي توجه مي

  

��ي  پايداري مجانبي سامانهمستقيم بر اساس تعريف،  - الف - تمرين = −��	� + را براي سكوني كه با  � � = ناپايداري را براي بر اساس تعريف،  -آيد، ثابت كنيد. اين پايداري يكنواخت است؟ ب بوجود مي 0 �� = ��	� + ي الف و ناپايداري  حال با حل تحليلي دوباره پايداري مجانبي را براي سامانه -ج ثابت كنيد. �
  ف داوري كنيد.ي ال دربارة پايداري نمايي سامانه -ي ب اثبات كنيد. د را براي سامانه

  

هايش پايدار باشد آنگاه  ي نگهداشته ي اول چنانچه همه ي مرتبه قضيه: ثابت كنيد براي هرسامانه - تمرين
  خودش نيز پايدار است.
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ي اول ناپايدار باشند،  ي مرتبه هاي يك سامانه ي نگهداشته با يك نمونه نشان دهيد حتي اگر همه - تمرين
��ي  ممكن است خودش پايدار باشد. راهنمايي: نمونه = ,-
		� +   را در نظر گيريد. �

  

�� ي سامانه - تمرين = (6� ;<� � − 2�)	� + �براي   � = ) 139ي  صفحه Vidyasagar(از كتاب آقاي  0
را بر حسب آنها بدهيد.  �،  ��و  �و بازاي هر  را در نظر بگيريد. نشان دهيد پايدار است ولي نايكنواخت

  هايش برخي پايدار و برخي ناپايدارند. داشته نگهدر اين نمونه،  توجه كنيد كه
  

��ي كلي  سعي كنيد شرط كلي براي پايداري سامانه - تمرين =   دهيد. ، به دست �	(�)/
  

  هاي مرتبة دوم رفتارشناسي سامانه

همانگونه كه پيشتر نيز اشاره گرديد، رفتارشناسي و به ويژه تشخيص پايداري و انواع آن در مراتب بالاتر به 
گردد كه فاصله از  باشد. شايد مهمترين چالش از آنجا آغاز مي ي اول داده شد، نمي آنچه در مرتبهسادگي 

كنند. در تك متغيره  سكون فقط به رفتار يك متغير بستگي ندارد بلكه دو يا چند متغيرند كه ايفاي نقش مي
شود و اين امكان  ين ميمع �شوندگي و يا دور شوندگي از سكون همان چيزي است كه از روي يك  نزديك

شوندگي دارد به  ندارد كه در يك همسايگي كه سكون تنهاست، بدون گذر از سكون از بخشي كه نزديك
  بخشي كه دورشوندگي دارد، رفته شود و يا برعكس.

شوندگي از هر دو طرف سكون برقرار است يا حداقل دورشوندگي  به اين ترتيب با يك بار ديدن اينكه نزديك
و اين نيز فقط با ديدن علامت يك تابع  كه پايداري دارد. به داوري رسيدتوان  فوراً و بدون ترديد مي ندارد،

 گيرد. اين درحالي است كه در دو متغيره چنين نيست كه در يك همسايگيِ ي ساده انجام مي تك متغيره
گي دارد و يا برعكس! اين شوندگي دارد به بخشي رفت كه دورشوند تنها از سكون نشود از بخشي كه نزديك

دهد كه علامت  شود كه با ديدن علامت مربوط به فاصله نتوان به داوري رسيد. بĤساني رخ مي باعث مي
 توان داوري كرد كه  شونده است ولي نمي شونده است و هم دور فاصله در يك همسايگي هم نزديكسرعت

ه ممكن است از بخش دورشونده آغاز شود ولي بالاخره پايداري دارد يا ناپايداري! چراكه درست است ك
ها جابجا گردد و نهايتاً هم معلوم  شونده رود و آنقدر در بين اين بخش ممكن است در ادامه به بخش نزديك

شود  اي است كه باعث مي اين چالش اصلي شود يا بيشتر دور شده و يا هيچكدام! نيست كه بيشتر نزديك مي
جاست كه سادگي كار از  ي علامت تابع فاصله، به داوري در رفتار رسيد. از هميندر چند متغيره نتوان از رو

  دهيم. رود. براي درك بهتر تمرين زير را پيشنهاد مي بين مي
  

  ي ي دو متغيره سامانه - تمرين

=��� = −3����� = ��  
د سرعت آن را در يك نشان دهيرا به دست آورده و  (0,0)ابتدا تابع فاصله از سكون  -را در نظر گرفته و الف


��همسايگي دلخواه، به صورت  (��� + ���) = 2(����� + ����� ) = 2(−3���� + ����) = −4���� 
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ي  حال با تعيين علامت آن در يك همسايگي دلخواه از سكون، نشان دهيد كه در ناحيه -توان نوشت. ب مي
از  �حال سعي كنيد با حذف  -ج ي دوم و چهارم دورشونده است. شونده و در دو ناحيه اول و سوم نزديك

اي بين دو متغير حالت مستقل از زمان به دست آوريد و نشان دهيد كه مسير حالت  معادلات حالت، معادله
,	��ي  در صفحه ,	���بازاي آغاز از مثلاً  �� ��@��@  ي زير خواهد شد. به صورت بيضي با معادله ��� = −3���� 		 												$%%&	��� + 3��� = A� = ���� + 3����  

  اند. در شكل زير برخي از اين مسيرها نشان داده شده
به اين ترتيب نتيجه بگيريد كه در اين سامانه از هر حالت دلخواه غير سكوني آغاز گردد، مسيري كه طي  - د

نرفته  اي است كه به نفع هيچكدام نيز پيش شونده است و اين نيز بگونه شوند و گاه دور شود گاه نزديك مي
  ور سكون تا ابد دور زده خواهد شد و فاصله به صفر نيز ميل نخواهد نمود.بلكه د

  

هلصاف تعرس>0هلصاف تعرس<0

هلصاف تعرس<0 هلصاف تعرس>0

  
  6 شكل

  
گذر از  ي تك متغيره، سرعت فاصله در يك همسايگيِ تنها از سكون(بي اين درحالي است كه در سامانه

�@@  معني است. چراكه: مثبت و يكي منفي اساساً بيسكون)، فقط يك علامت دارد و بس! و دو بخش يكي  (��) = 2��� = 2��(�) 
به هر حال،  ،كه اين داشته باشندصفر گذر از  �و يا  (�)� يا كه اگر بخواهد تغيير علامت بدهد ناچار است
تواند از بخشي كه علامت مثبت است  بدون گذر از سكون مي ،يعني گذر از سكون! درحاليكه در دو متغيره

به اين ترتيب در تك متغيره با يك تعيين علامت  به منفي و برعكس برود مانند آنچه در تمرين بالا ديديد.
  توان به داوري قطعي دست يافت. رسيم ولي در چند متغيره نمي ساده به داوري قطعي مي

ي يك  سرعت فاصله در يك همسايگي نامثبت درآيد يعني در همه اگر البته كاملاً روشن است كه
توان از  توان گفت كه پايداري برقرار است. ولي نمي شوندگي نداشته باشيم، آنگاه قاطعانه مي اي دور همسايگي

اي داوري نمود كه حتماً ناپايداري دارد بلكه بايد سكوت نمود و راهي ديگر براي  نبودن چنين همسايگي
آساني پس از اينكه چنين همسايگي يافت نشد داوري ه متغيره ب يافت. اين درحالي است كه در تك داوري

  كنيم كه ناپايدار است. مي
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0.5 شرط :يمرگي مينتيجه لذاست كه  ��
 (�D�) = �D�� = �D�(�) ≤ در تك متغيره شرطي است ،  0
  كافي براي پايداري است ولي لزومي ندارد. فقط شرطي ،كافي و لازم براي پايداري ولي براي چند متغيره

كشند. بسيار آموزنده است كه  توانيد ببينيد كه موضوع بالا را به رخ مي هاي متعدد ديگري مي نمونهدر ادامه 
  ها به اين چالش مهم توجه نموده و آن را مورد توجه و تحليل قرار دهيد. در ادامه در هر يك از نمونه

  

روشي است كه  ي تغييري يك متغير بر حسب ديگري دست آوردن معادلهروش حذف زمان و به 
بالا   تواند بسيار كارا باشد. حتي در بسياري موارد ممكن است مانند آنچه در تمرين بويژه در دو متغيره مي

  ديده شد، بتوان حلي بسته براي مسير حالت به دست آورد.
هاي زير  آيد. در تمرين ز رفتار سامانه به دست ميشناخت بهتري ا روشن است كه با داشتن مسير حالت

  سعي در استفاده از اين روش براي رفتارشناسي است.
  

خواهيم اثر اصطكاك ايستايي را در يك سيستم جرم فنر مورد بررسي قرار دهيم. ر اين مسئله ميد - تمرين
ن براي سرعت صفر(حالت صورت شكل زير نشان داد. در ضمتوان بهرابطه اصطكاك با سرعت جسم را مي

 اختيار كند.  ��تواند هر مقداري تا نيروي معين دانيم كه اندازه اصطكاك ميايستايي) مي

  توان براي اين سيستم معادلات حالت زير را در نظر گرفت.الف) نشان دهيد مي
   ��� = ��																				; �� = 4 

��� = − FG�� − HI(��)G 										 ; �� = 4�  
HI(��) = J �� �� > 0−�� ↔ �� �� = 0−�� �� < 0 
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  تعيين كنيد.  Fو  ��تعادل را بر حسب  هاي ي نقطههب) در صفحه حالت، هم

هاي مثبت، بيضي هايي هستند به  ��، نشان دهيد مسيرهاي حالت براي  �M�L�� تغييريكمك معادله  ج) به

−)مركز  N�O , N�O)هايي هستند به مركز هاي منفي، بيضي ��و براي  (0 ,  ي اين مسيرها را براي محدوده  (0
  مناسبي به صورت كيفي رسم كرده، جهت حركت را نيز مشخص كنيد.

  اري از چه نوعي؟ند و در صورت پايدد) دقيقا استدلال كنيد كه كداميك از نقاط تعادل پايدار
  

تواند مورد توجه قرار گيرد هنگامي است كه بتوان هر دو متغير حالت را  كه مي ي ديگري روش ساده
از حل حذف نموده و دو متغير حالت را نسبت به هم به دست نسبت به زمان حل نمود و سپس زمان را 

  آورده و يا رسم كنيم.
  

  ي ابتدا نشان دهيد سامانه -الف - تمرين

=��� = −3����� = ��  

��ي  داراي حل بسته = ���	,-0
��و   = ���	,
��نشان دهيد: �با حذف  -است. ب  = ��� 	P �L�L�Q-0 			
												$%%&		�� = �M�	�L�R�LR = I�LR  

���)هاي  مسير حالت را براي آغاز -ج ≠ 0	, ,	0)و  (0 ��� ≠   شرح دهيد. (0
داوري  (0,0)ي پايداري و ناپايداري سكون  چند مسير حالت را براي نمونه رسم كنيد و سپس درباره - د

  كنيد.
  

  هاي  ي مراحل تمرين بالا را براي سامانه همه - تمرين

=��� = −3����� = −�� 								=��� = 2����� = �� 								 
  اجرا كنيد.

  
هاي  ستند كه در تحول حالت و رفتارشناسي سامانهمفاهيم بسيار مهمي ه بردارهاي ويژه و مقادير ويژه
. پرسش: آيا كافي است به يك پرسش پاسخ دهيد ورود به داستانكنند. براي  خطي نقش اساسي ايفا مي

هاي بعدي در همان راستا باقي بمانند؟! به زبان عددي  هايي هست كه اگر از آنجا آغاز گردد، حالت حالت
,	���)يعني آيا  ,	���)Fاي هست كه پس از آن پاسخ سامانه به صورت (���   هاي گوناگون باشد؟!Fبا  (���

��  باره كافي است به چگونگيِ تغيير توجه كنيد براي تفكر در اين = S�  اگر قرار باشد كه در راستايِ همان .
��	Sدهد در همان راستا باشد پس بايد  حالت بماند بايد تغييري هم كه در آن رخ مي = T	�� .  

شوند.  خوانده مي Sي ماتريس  هايي است كه به نام بردارهايِ ويژه همان حالت ها دانيد كه اين به خوبي مي
در كار  اي به اين ترتيب يك رفتار ويژه اند. گذاري شده نام ي نظير آن بردارها، هاي ويژه نيز به مقدار Tضرايب 

  است.
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د نتوان هاي گوناگوني مي هاي گوناگون و پيرو آن رفتار رهاي ويژه، صورتو بردا مقادير ويژه،  Sحال بسته به 
  هاي زير به طور كامل حل گردد. ها لازم است تمرين د. براي درك ايننبه دست آي

ناميده  ي پايدار گرهاگر هر دو مقدار ويژه حقيقي و متمايز باشند و هر دو نيز سمت چپي باشند، سكون 

شود. اگر يكي سمت چپي و يك  خوانده مي ي ناپايدار گرهشود. اگر هر دو سمت راستي باشند، سكون،  مي

  گويند. مي اسبي زيندانيد باز هم ناپايداري داريم و آن را سكون  راستي باشد، همانگونه كه مي
توان  ار ساده است. چراكه ميهاي حالت بسي كه مقادير به يكي از سه صورت بالا باشند، رسم مسير هنگامي

ي روي دو بردار ويژه تجزيه نموده و سرنوشت هر يك را جداگانه در نظر گرفته و  هر حالت را به دو مؤلفه
از  �Tدر شكل ببينيد كه چون هاي زير را ملاحظه نماييد.  دوباره نتيجه را تركيب نمود. به عنوان نمونه شكل T� كه يكي مثبت و يكي منفي  ن بيشتر است. به همين ترتيب هنگاميبزرگتر است، كاهش در راستاي آ

ها هيچگاه به سكون  است، در راستاي يكي افزايش و در راستاي ديگري كاهش داريم و به همين دليل مسير
  شوند نيز دقت كنيد. رسند. به مسيرها وقتي دقيقاً از روي بردارهاي ويژه آغاز مي نمي

  
  
  
  
  
  
  

  7 شكل
  

به اي  ويژه، حقيقي خالص نبوده و به صورت زوج مختلط باشند، ديگر مانند بالا، بردارهاي ويژه هرگاه مقادير
صورت حقيقي نخواهند بود بلكه بردار ويژه به صورت مختلط است كه معني آن نوعي مسيرِ دوراني است. 

شود و يا كاهش يافته  يدهد و يا شعاع دوران افزايش يافته و از آن دور م سكون رخ مي دور اين مسير دوراني
شوندگي هنگامي است كه بخش حقيقي منفي باشد و دورشوندگي هنگامي  گردد. نزديك و به آن نزديك مي

نوساني كامل است و هرگز مجانبي به  ،حقيقي صفر باشد بخش چنانچه است كه بخش حقيقي مثبت باشد.
  گردد ولي پايداري دارد. سكون نزديك نمي

  
  
  
  
  
  

  8 شكل
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هاي براي هريك از ماتريسرا  ، مقادير و بردارهاي ويژهموختيدهاي ديگر آ هايي كه در درس ا روشب - تمرين
حالت را هاي مسير ، به دست آورده و سپس با توجه به گفتگوهاي بالاده استتحول حالت كه در زير داده ش

  نمايش دهيد.براي هر يك 

U 0 1−2 −3V U0 −11 2 V U1 10 −1V U 1 5−1 −1V U2 −12 0 V U0 −12 −2V 
  

 نظر گرفته و به سوالات زير پاسخ دهيد.  الكتريكي زير را دردار م - تمرين

Ω
2

1
Ω1

F1 H1V

  
) به عنوان متغيرهاي حالت، معادلات حالت را ��و جريان سلف ( �� )الف) با در نظر گرفتن ولتاژ خازن (

  بدست آوريد. 
5ب) با در نظر گرفتن  =   وختيد نمايش دهيد. آم بالا،  مسير حالت را با روشي كه در 0

  

ي  كه داراي رابطه ناخطيبا مقاومت اهمي را  1مدار سوال قبل را در نظر گرفته اما اين بار مقاومت  - تمرين
5W  كنيم. باشد جايگزين ميزير مي = <W0 − 3<W� + 3<W =: �(<W) 

  لات حالت را بنويسيد. الف)  با در نظر گرفتن ولتاژ خازن و جريان سلف به عنوان متغيرهاي حالت، معاد
  ب) نقاط تعادل مدار را در حالت ورودي صفر بررسي كنيد. 

  ج) با خطي سازي حول هر نقطه تعادل، رفتار در نزديكي آنها را بيان كنيد. 
  

��� شكار معروف است .- بيولوژيكي به معادلات درنده هاي امانهعادله زير در سم - تمرين = ��(Y − Z��) ��� = −��([ − ���) 
تعداد شكارها ( به عنوان مثال تعداد   ��تعداد درندگان ( به عنوان مثال تعداد گرگ ها) و  ��كه در آن 

باشد تمامي پارامترهاي سيستم را يك در نظر گرفته ودر صورت امكان با روش خطي سازي خرگوش ها) مي
  حول و حوش تعادل را توضيح دهيد.رفتار در 

  
ي حالت شما سرعت را بر حسب خود متغير در  ديگري باشد و لذا در صفحه هرگاه يك متغير حالت سرعت

. در يدخور ميدر تمرين زير شما به اين مورد بر شود. گفته مي» ي فاز صفحه«گيريد، اصطلاحاً به آن  نظر مي
ي فاز  حقيقت هرگاه شما شتاب و سرعت يك متحرك را در يك صفحه بر حسب هم داشته باشيد، صفحه

  گيريد. كه سرعت را بر حسب مكانش در نظر مي گونه است هنگامي ا همينداريد ي
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ي سامانه از دو بيشتر  كه مرتبه ي ديگري نيز هست. معمولاً هنگامي ي آموزنده در تمرين زير يك نكته
كنند. اين  شود، رسم مسير حالت مورد توجه قرار نگرفته و ديدنِ مسير به صورت دو بعدي را رها مي مي

ي هر دو  توان دو راه را پيش گرفت. اول اينكه تصوير مسير حالت را در صفحه است كه همواره مي درحالي
داشته و موقتاً  توان يكي از متغيرها را نگه مانند تمرين آتي، ميمتغير دلخواه حالت نظاره كرد. دوم اينكه 

ها به  داد. چنانچه اين روشي حالت را براي دو متغير ديگر مورد بررسي قرار  ثابت گرفته و سپس صفحه
اگر  تواند بسيار نتايج آموزنده و كارايي دارد. جانبه به كار گرفته شود، مي اي و با نگرشي همه صورت حرفه

اي بيابيد، اين كارايي را در خواهيد  جانبه تمرين بعدي را به دقت حل كنيد و سعي كنيد رفتارشناسي همه
  يافت.

  

  باشد.حه دو بعدي به صورت زير ميدر صف و گريزتعقيب  حركتيمعادلات  - تمرين
  \] = ^�\ + (/
� − /2�)					, ^ = _� 

�̂ = `−2\�\ a ^ + /
� − /2�\  

  

  
  


/كه در آن  = 7/
�		/
2/ بردار شتاب هدف،   �8 = فاصله موشك  \بردار شتاب موشك ،  2�8/			�7/2
باشد. حال فرض كنيد هدف مورد نظر براي هدف مي-نرخ چرخش زاويه بردار جابجايي موشك rتا هدف و 

اصابت ثابت و يا حداقل داراي سرعت ثابت باشد آنگاه مي توان بردار شتاب آن را صفر در نظر گرفت . و 
[\  صفر باشد. معادلات به صورت زير خواهد شد. �2/همچنين فرض كنيد  = ^�\ 

�̂ = `−2\�\ a ^ − /2�\  

[\  شوند. را ثابت در نظر بگيريد. لذا معادلات به صورت زير خلاصه مي ^ ابتداييِ داستاناكنون براي درك  = ^�\ 
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بر حسب  �\بحث كنيد.( با رسم صفحه فاز  امانههاي ثابت مختلف درباره رفتار كيفي اين س ^اكنون به ازاي  (0)\  )  براي سادگي بيشتر شرايط اوليه را به صورت زير در نظر بگيريد. \ = \� > 0 −\� (0) = bIc(0) > 0 
شود كه اي پرتاب ميهدف جلوي روي موشك است و موشك به گونه شرايط اوليه به اين معناست كه ( اين

 موشك در حال نزديك شدن به هدف است و اذا شرايط اوليه درگيري از ربع چهارم است).

گيرد. اي برخورد صورت ميبا استفاده از صفحه فازي كه رسم نموده ايد تحليل كنيد كه با چه شرايط اوليه
د غير صفر خواه Rصفر خواهد شد و در حالت عدم برخورد  \( در حالت برخورد مقدار نهايي راهنمايي : 

  شد).
  

  روش عمومي براي رسم مسيرهاي حالت

راي رسم مسيرهاي حالت گفتگو شد، هيچكدام عمومي نبود و هر يك در هاي گوناگوني كه تاكنون ب روش
همان چگونگي سرعت تغيير در هر حالت استفاده گردد،  توانستند مفيد باشند. ولي اگر از شرايطي مي

توان با دست نيز براي حالت دو متغير رسم نمود و رفتارشناسي دقيقي نيز داشت هرچند يك حل  مي
  آيد. اي به دست نمي بسته

آيد كه راستا و جهت  را جاگذاري كنيد، برداري به دست مي �ها نشسته است، �بردار كه  �هرگاه شما در 
دهد. حال كافي است در همين مسير، كمي پيش رفته  حركت حالت بعدي را نشان مي (يا شيب)يعني مسيرِ

و حالت بعدي را به دست آورد و سپس دوباره اين كار را براي جاي جديد به دست آمده، تكرار نمود و به 
  .رسم نمود ديد و همين ترتيب آرام آرام مسير حالت را

  
آغاز  (1,0)كه داستان اين بخش را با آن آغاز نموديم، از حالتي نوساني كاملي  براي همان نمونه - تمرين

 دوباره (1,0.1)بالا رفته و در حالت  0.1ي  نموده و نشان دهيد شيب، درست به سمت بالاست. حال به اندازه
و به سمت بالا و كمي چپ است. اين  0.3−برسيد كه شيبش  (0.3,1−)ه به بردار دشيب را به دست آور

  يد.به دست آزير ي مانند ادامه دهيد تا شكل 0.1هاي  مان گامكار را با ه

....

1x

2x

  
  9 شكل
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هاي يكسان  ي نقاطي را تعيين كنيم كه داراي شيب توان توسعه داد به اين ترتيب كه كليه روش بالا را مي

گردد تا  شود. سپس سعي مي ميشيب ناميده  سازند كه اصطلاحاً خط هم اي را مي هستند. اين نقاط منحني
  شيب گوناگون به دست آيند. هاي هم هاي گوناگون در نظر گرفته شود و خط شيب

توان از يك نقطه آغاز و با توجه به  ها را داشته باشيم مي هاي گوناگون اين خط كه براي شيب حال هنگامي
  ها مسير را بطور تقريبي رسم نمود. شيب

  

±،  ∞،   1−،  1،  0هاي  شيب با شيب هاي هم خط ي بالا براي نمونه - تمرين را به دست آورده  3√±،  00√
  .مشابه شكل زير به دست آوريدو دوباره سعي كنيد مسيرهاي حالت گوناگوني را 

  

13
1

2 xx =

133

1
2 xx =

13

1
2 xx =

45 بيش

60 بيش

30 بيش

90 بيش

0 بيش

02 =x

02 =x

  
  

  10 شكل
  

كنيم. براي هاي هم شيب اقدام به نمايش مسير حالت خواهيم با استفاده از روش منحنيمي - تمرين
  . هيدهاي زير اين كار را انجام د امانهس

  الف)

g������ h = U 0 1−2 −3V U����V 
���  ب) = −��� ��� = −�� 
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روش عددي، مسير به  تغييريي بنويسيد كه بتواند با حل معادله iSjkSlافزار اي در نرمبرنامه - تمرين
آنها را مورد بررسي قرار  درستي، گذشته هاي تمرينهاي  امانهد و با رسم مسير حالت سحالت را نمايش ده

 دهيد. 

  

  دربارة پايداري لياپانوفروش مستقيم روش مشهور به 

آن سكون به  دور و برِ ديديم و ديديد كه پايداري يك سكون چيزي نيست جز قسمت مهمي از رفتارشناسيِ
پاسخ به ؟! باقي بماند يا خير دتوان مي تر) (هرچند نزديك و نزديكاز آن ة دلخواهيفاصلدر هر  لحاظ اينكه

تاكنون روشي كه براي اين تحليل پيش گرفتيم مستقيماً از  پايداري به خود گرفت. تحليلِ ِ اين پرسش نام
هاي تك  روي رفتار فاصله بود. يعني به رفتار تابعِ فاصله از سكون دقت كرديم و ديديم كه اين براي سامانه

ه شرط لازم و كافي رساند. ولي براي دو متغيره ديديم كه رفتارشناسي تابع متغيره بسيار كارآمد بود و ما را ب
البته ديديم  تواند ما را به داوري قاطعي سوق دهد. تواند شرط لازم و كافي بدهد و در نتيجه نمي فاصله نمي

ي و كه اگر همواره كاهشي باشد روشن است كه پايداري نتيجه خواهد شد ولي اگر در بخشي از فضا كاهش
اي ديگر به داوري قاطعي  توان داشت و لازم است به گونه در بخش ديگر افزايشي باشد آنگاه داوري نمي

  دست يافت.
آميز است.  دقت كنيد، اينكه بتوان فقط با يك تعيين علامت، تكليف پايداري را روشن نمود، بسيار تحريك

رساند.  تغيره ميسر و ما را به يك داوري قاطعي ميم گونه كه در بالا آمد، متاسفانه اين فقط در تك ولي همان
افت تابع ديگري ي ،كه شايد بتوان بجاي تابع فاصله نمودرا به اين رهنمون  برخي آميز تحريك اما اين موضوع

  ايفا كند. كه همچنان اين نقش را
گاه كاهشي و گاه افزايشي است و لذا ما را به  ،بينيم تابع فاصله انگيزه اين شد كه اگر مي ،به عبارت ديگر

يك جاي  فاصلة مناسبي يافت كه اين بار همه رساند، جستجو كنيم ببينيم شايد بتوان تابع شبه داوري نمي
  .رفترا نتيجه گ آن سكون باشد و از آنجا بتوان پايداريِ (ناافزايشي)كاهشيفقط همسايگي از سكون 

شد و آن هم اينكه  كي ملاحظه ميهاي مكاني يگري نيز در بسياري از سامانهدر كنار اين داستان داستان د
تابعي است كه كاهشي و يا حداقل  ،انرژيتابعِ  ،شود و لذا در اطراف آن انرژي مكانيكي در سكون كمينه مي

كرد و از  مي فاصله جلوه ها كانديداي خوبي بجاي تابعِ افزايشي است. به اين ترتيب تابع انرژي در آن سامانه نا
هاي  جا بود كه اميد اينكه بتوان بجاي تابع فاصله توابع ديگري را يافت كه همان نقش را در سكون همين

  پايدار ايفا كنند، قوت گرفت.
جانبه بپردازند و رياضيات دقيقي  اي برآن شدند تا اين موضوع را همه اي شد تا عده انگيزه ،آنچه گذشتهمة 

  را توسعه دهند.
 ساسي اين است كه اين تابع كه كانديدايي خواهد بود تا بجاي تابع فاصله، تحت آزمون كاهشينكتة ا

اي را  اي داشته باشد تا بتوان از آن نتيجة پايداري (ناافزايشي) بودن يا نبودن بايد قرار گيرد، چه ويژگي
يك همة دنِ كانديدا در دانيم به فاصله مربوط است. از همين جا مشخص است كه ناافزايشي بو گرفت كه مي

تابع معين مطمئن كند هرچند كراني  درفاصله  ماندنِمحدود بايد ما را به اي از سكون، به هر حال  همسايگي
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ه آمددر شكل زير براي عبارتي كه آمد، نمايشي  بين افزايش و كاهش بازي كند. ،خود در آن كران ،فاصله
  است.

  
  
  
  
  
  

  شكل
  
  

تابع  -بر حسب زمان رسم كنيد. برا  2، تابع فاصله به توان نمونة نوساني كاملبراي همان  -الف - تمرين m(�) = ��� +   را نيز بر حسب زمان رسم كنيد. ���3
  

تواند  هاي ممكن حالت، مي بزرگتر از فاصله باشد، ناافزايشي بودن آن براي همة مسير ،پس مثلاً اگر اين تابع
تر از آن است و لذا بالا نرفتن آن يعني محدود  فاصله، پايين تضمين كند چراكه محدود ماندن فاصله را

شويم كه  ماندن فاصله! هرچند فاصله در طي اين مسيرها بالا و پايين رود. در واقع به اين ترتيب مطمئن مي
  ها، در مجموع، باعث از حد خارج شدنِ فاصله نخواهد شد. اين بالا و پايين رفتن

كنندة ديگر را نيز در نظر بياوريم. دقت كنيد كه هر تابعي كه با افزايش فاصله،  حال كافي است يك كار ساده
تواند جايگزين فاصله باشد. به اين  اش كاهش يابد(يعني با فاصله يكنوا باشد)، نيز مي افزايش و با كاهش

از فاصله بزرگتر  ترتيب لازم نيست تابع كانديداي ما بزرگتر از فاصله باشد بلكه كافي است از تابعِ يكنوايي
درست است كه تابع يكنوايِ با  :كننده است!! مثلاً دقت كنيد كه توجه كنيد كه اين شرط بسيار ساده باشد.

به  نهايت ميل كردن فاصله، آن تابع نيز نيست با به بي فاصله با افزايش فاصله بايد افزايش يابد، ولي نياز
(�)m  بگيريد نهايت ميل كند. مثلاً تابع زير را در نظر بي = 1 − ,-n|�|n 

  نمايش اين تابع بر حسب فاصله آمده است.زير در شكل 
  
  
  
  
  
  

  شكل
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ه چنين توابعي كه از تابع يكنواي اي گرفته است. ب لذا اين تعريف به دليل به درد بخور بودنش نام ويژه

  گويند. @p) يا به اختصار �>�,�,@	,pq;<�<5»(مثبت مطلق«بالاترند،  ،از فاصله اي افزايشي

,�)b  گير بيايد كه Y تابع يكنوايي مانند اگر �) > Y(‖�‖)					∀� ≥ 0	, � ∈ lW 	 
،  ^اگر فقط در محدودة يك همسايگيِ  گويند. مي �در فضاي حالت ) �@pرا تابعِ مثبت مطلق( bآنگاه 

  ) گويند.�@upچنين باشد آن را مثبت مطلق محلي(
ه است و آزمونِ برقراريِ اين شرط لزومي ندارد كار زيادي انجام داد و كار بسيار سادجالب اين است كه براي 

�در  ، پيوسته وفقط كافي است تابع مذكور = البته برخي مثبت باشد. ، صفر باشد ولي در بقية جاها  0
  نويسيم: غير با زمان و محلي مينامتملاحظات ساده دارد كه براي دقيق بودن ابتدا اين آزمون را براي 

  m(0) = 0		,			m(� ∈ lW) > 0		 
  

به سمت صفر ميل نكند! يعني  mبايد مراقب بود كه بازاي افزايشِ فاصله،  ها بودن، علاوه بر اين فراگير براي
ور آن يافت كه تا انتها بط تابعي زيرِ كند تا بتوان تضمين ميكرانِ پايينِ آن، بالاي صفر باشد. اين  بايد

كرانِ  نهايت ميل كند، آن را بي به بي ،فاصله افزايشِبازاي  ،ها علاوه بر اين  mيكنواخت افزايشي باشد. اگر 
  اند. ن موارد نشان داده شدهايزير در شكل  گويند. اي فاصله

  
  
  
  
  
  
  
  

  شكل
  

تابعي از فضاي حالت  mنمايش داده شده است درحاليكه  ‖�‖بر حسب فاصله  (�)mدر شكل، نمايشي از  است. چون اين نمايش بسيار بدردبخور است بايد كمي بيشتر شرح داده  v\بعديِ  به فضاي تك �بعديِ �
معني است. اما منظور ما  ظاهراً بي (‖�‖)m يك تابع است ولي نگاشتm(�) . دقت كنيد كه نگاشت شود

ين نگاشت تابع نيست بلكه فقط يك رابطه است. دهيم كه ا ابتدا توجه مي ،آن از اين چيست؟! براي درك
‖�‖بازاي يك فاصلة معينِ نگاه كنيد كه  = A اي  آيند كه چنين فاصله شمار حالت به دست مي تعداد بي

شمار پاسخ دارد(مگر در فضايِ  وجه يك تابع نبوده و بي فاصله به هيچ تابعِ معكوسِ ،دارند و يا به عبارت ديگر
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تمام نقاط روي يك كره با  0\و در فضاي  Aتمامِ نقاط يك دايره به شعاعِ  �\مثلاً در فضاي  تك متغيره)!
  همين شعاع خواهد بود.
توانند مقادير متنوعي نتيجه دهند. پس در  گردند، مي mشمار حالت وقتي وارد تابعِ  حال هر يك از اين بي
به اين ترتيب ما با يك رابطه  .آيد ميبه دست  mاي ي داده شده مقادير متعددي برAحالت كلي بازاي يك 

اما همين نمايش كمك  و نه يك تابع مواجهيم. لذا نمايش آن نيز بصورت آمده در شكل بالا خواهد بود.
  موضوع اين بخش خواهد نمود. بسياري در فهم هر چه بهترِ

  
  رسم كنيد. ‖�‖را بر حسب  mدر تمرين ...   - تمرين

  
را بايد با  �	، چه همسايگيِ آغازينِ رويمن بيرونداده شده،  �	نيم براي اينكه از همسايگيِ حال بياييد ببي

چيست؟ براي اين نيز كافي  mكران پايين  ،�	پيشنهاد كنيم!؟ كافي است ببينيم بازاي آن  mتوجه به 
�)mكران پاييني را براي  (�)Yكوچكتر است و لذا  Y	همواره از  mاست توجه كنيم كه  ∈ lw) دهد.  مي

در آن همسايگي، از اين كران پايين  mاي بگيريم كه حداكثر  ) را بگونه �همسايگيِ آغاز(يعني اگر پس 
 كه فاصله شود ميناافزايشي باشد، پس خيالمان آسوده  m، آنگاه با توجه به اينكه قرار است كوچكتر باشد

براي درك اين داستان  ود.ر نمياز اين همسايگي بيرون نيز  حالتدر نتيجه  جاوز نمايد وت �	تواند از  نمي نيز
  تواند كمك كند. شكل زير مي

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  شكل
  

آيد  گير مي �	ايم همواره همسايگيِ  در استدلال بالا فرض كردهاي كه بايد توجه نمود اين است كه  تنها نكته
حقيقت اين است كه اين فرض درست است و اين  پايين باشد!كوچكتر از آن كران در آن،  m حداكثرِكه 

  شود. اش نتيجه مي در صفر و پيوستگي mنيز از دو حقيقت صفر بودنِ 
  

m(0)با استفاده از  - تمرين =   مسئلة ، استدلال كنيد كه mو پيوستگيِ  0
 ;�pm(� ∈ lxy?) < Y												Y > 0  
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اين موضوع را سعي كنيد در شكل بالا به صورت نمايش هندسي نيز  خواهد داشت. �	اي همواره پاسخي بر

  استدلال كنيد.
  

  توانيد خودتان اثبات كنيد. به اين ترتيب قضية آينده را مي
  

�)bپذير و محليِ مثبت مطلقِ  چنانچه تابع پيوسته و مشتق قضيه: ∈ \v,�, � ∈ \�) → يافت شود كه  \
  يعني باشد فزايشيانا ،��و براي هر زمان آغازين دلخواه  ^در يك همسايگيِ  � ممكنِ هاي همة حالت در

 b� (�, �) ≤ 0	,				∀� ≥ ��		, ∀� ∈ lW  
  پايدار است. 0توان نتيجه گرفت كه سكونِ  مي
  

  كند. شكل زير براي اثبات كمك مي
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  پايداري يكنواخت است.كراندار نيز باشد، بازاي زمان  bاگر تابع  قضيه:
  

  .نيز هست محلي مثبت مطلق نيز باشد، پايداري مجانبي ، �bاگر  قضيه:
  

  عددي ثابت كنيد. استدلالِ همراه با استدلال هندسي و نيز قضاياي بالا را با ترسيم شكل مناسب و - تمرين
  

 هاي كافي براي پايداري مجانبي سازي شرط ساده - 1

 روش بالاقضاياي اثبات ناپايداري به  - 2

 هاي خطي با روش بالا پايداري سامانه - 3

 سازي حول سكون به خطي نگاهيهاي ناخطي با  هاي خطي براي سامانه كننده طراحي تنظيم - 4
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ها در  ابزاري براي كنار هم قرار دادنِ دو الگوي خطي و ناخطي كه بسياري از سامانه ،قضيه دايره - 5

 اند! واقع چنين

 براي يك طراحي به نام مود لغزشيكننده مبنايي  ترين كنترل ساده - 6

 مانند توابع توصيفي و بهره - 7

  
  
  
  سازي حول سكون به خطي نگاهيهاي ناخطي با  هاي خطي براي سامانه كننده راحي تنظيمط )4
  �� = �(�, � = 5 − �)	, { = � + @ 
  

ورودي و حالتي هستند  �و  �. در مقابل به ترتيب ورودي و حالت واقعي در دسترس هستند 4و  5در اينجا 
ارد با واقع تطابق داشته باشند! روشن كنند كه لزومي ند بازاي آنها صدق مي �كه شناخت ما از سامانه يعني 

  اند. نمايش داده شده @و  �است كه اين عدم تطابق با واقع با دو متغير 
,��)و اما براي هر حالت سكون مانند  كننده به كمك اقدام تناسبي عليه خطا  توان يك تنظيم مي (��

به شود در آنجا بماند. پس  رود و تا جاييكه ميب ��به  }طراحي نمود. در واقع در اينجا هدف اين است كه 
5  است.مان به صورت زير  سياست كنترليرسد كه  نظر مي = |({ − ��) 

  
  اين سياست يك اشكالي دارد كه سعي كنيد آن را بگوييد. - تمرين

�حتي اگر در بهترين شرايط  شود؟ مي گونهحل: بياييد اين سياست را اعمال كنيم ببينيم تحولات چ = 0  
@و  = ��  باشد داريم: 0 = ���, |(� − ��)� 

��  آيد: ، آنگاه به دست ميبرسد ��به  �حال اگر در بهترين وضعيت  = �(�� , 0) ≠ 0 
��)�دانيم :  كه اين انتظار ما نبود ولينبايد نگران بود چراكه ما مي , ��) = . براي رسيدن به اين كافي  0

مان، ورودي نيز به وروديِ  دن حالت به سكون مورد خواستهمان كاري كنيم كه پس از رسي است در سياست
  شود: تر مي نظير آن سكون ميل كند. پس بايد اين را نيز به ورودي اضافه كنيم. لذا سياست درست

  5 = |({ − ��) + �� 				→ 		 �� = �(�, |({ − ��) + �� − �) = �(�, |(� + @ − ��) + �� − �) 
  

را در اين طراحي به  غييراتتتر اين باشد كه  صفر بگيريم، شايد مناسبني را موقتاً هاي نايقي حال اگر ورودي
سازي در سكون چيزي نيست جز به دست آوردنِ  خطيسازي در سكون رفتارشناسي نمود.  روش خطي

  ).�لورانِ چگونگي تغييرات( تقريب مرتبة اول تغييرات و اين نيز يعني بسنده كردن به جملة اول بسط مك
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� ≅ ~�~� �(�� , ��) (� − ��) + ~�~� �(��, ��) (� − ��) = S�� + l�� 
  

به صورت زير به  ،كه قرار است رفتار سامانه را در نزديكي سكون مورد نظر تقريب بزندپس سامانة خطي 
�)  آيد. دست مي − ��)� ≅ S(� − ��) + l(|(� − ��) + |@ − � + �� − ��) 

 ,�� ≅ (S − l|),� + (l|@ − l�) 
  

���يعني  را ثابت گرفته باشيد ��البته اين معادلات خطا، فقط هنگامي صحيح است كه شما  = بسيار .   0
اما  توجه كنيد كه اين معادلات فقط يك تقريب است و نبايد هرگز فكر كنيد كه همة داستان را دربر دارد.

توان نتيجه گرفت كه سامانة  نكتة اصلي اين است كه اگر اين سامانة تقريبيِ خطي پايدار نمايي باشد مي
اصلي نيز در اين سكون پايدار نمايي است. اين نتيجه در عين سادگي از اهميت بسيار بالايي در كاربردهاي 

,S)هاي خطي براي جفت  مانهواقعي برخوردار است. به اين ترتيب كافي است همانگونه كه در سا l)  كار
  بريد، براي جفت مشابه آن در ناخطي نيز كار را پيش ببريد. طراحي را پيش مي

هاي سكون به كار بريد، لازم است هر گاه  دقت كنيد كه چنانچه بخواهيد اين سياست را براي همة حالت
هيد حتماً وروديِ متناظر با آن حالت را د خواهيد روي آن تنظيم صورت گيرد، تغيير مي حالت سكوني كه مي

��)نيز تغيير دهيد. به عبارت ديگر تغيير سكون بايد به صورت زوجِ  , را  ��صورت پذيرد. لذا اگر  (��
نمايد اين  حال پرسش خوب و جالبي رخ مي را نيز تابعي از آن بايد دانست. ��مبناي تغيير بدانيم، آنگاه 

  يك سكون ديگر رفتار چگونه خواهد بود!؟ است كه در اين گذر از
,S)اولاً بايد توجه داشت كه جفت  l) آيد و لذا از يك سكون به سكون ديگر  بازاي هر سكون به دست مي

,�S)تواند تغيير كند و شايد بهتر باشد زيرنويسي براي آنها گذارد و به صورت جفت  مي l�)  نوشت. حال
ها حتي اگر در حال تغيير  سكونهمة بكار رفت، براي  �اي تقريب مرتبة اول كنيم كه بسطي كه بر توجه مي

  ي مربوطه نيز تغيير داده شده باشد.��شند نيز معتبر است بشرط اينكه با
�,است و نه  ��فقط  اما بايد توجه داشت كه در طرف ديگر = (�� − ��� . لذا كافي است براي رسيدن به  (

در شكلِ اخير، داستان از مسئلة رسيدن و ماندن در يك  افزوده شود. ���عبارت كامل براي تغييرات خطا، 
��,  مقدار ثابت به مسئلة پيرويِ يك مقدار متغير با زمان تبديل شده است. ≅ (S� − l�|�),� + ��� + (l�|�		@ − l�	�) 

  
اينكه مسئله كداميك از اين دو باشد، سامانة خطيِ تقريبي داراي عناصر ثابت با زمان نيست! اما گذشته از 

هاي مربوطه بازاي حالتي كه در آنيم، در حال  ، ماتريسو هم پس از آن �|هم پيش از اعمال بازخورِ 
  تغييرند.

  

ي ارتباط بين مسئله ردازيم.اي بپ براي فهم بهتر مطالب بالا خوب است به مسئلة مفصل ولي ساده - تمرين

  هاي تعادل يك الگو ) و حالتRegulationتنظيم (
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)2ي اول براي يك سيستم، الگوي تغييراتي مرتبه - 1 1)x x x u= − − ارائه گرديده است. نمايش بلوكي  &+

  هاي ممكن در ورودي و حالت واقعي ارائه كنيد. سيستم را به همراه اين الگو و نايقيني

  بدست آورده و در مورد نوعِ رفتار حول هر يك داوري كنيد. u≡0تعادلهايِ الگو را براي  - 2

ازاي ه ب - 3
0uu Ruكه  ≡ هاي ممكن و نوعِ رفتار حول  در مورد تعادل )ازاي مقادير گوناگون آنه ب(  0∋

 دقت بحث كنيد.ه ها بآن

د كه بدون استفاده از بازخورِ حالت، بتوان يايد، الگوريتمي ارائه كن استفاده از معلوماتي كه بالاتر يافتهبا  - 4

هايي اصولاً dxگذاريم) انجام داد. اين الگوريتم بازاي چه  مي dx(كه نام آنرا  تنظيم روي حالت مطلوب

و حداقلِ كارايي را خواهد داشت؟ چرا؟ در همان جاهايي هم كه كارايي دارد چه  قابل قبول خواهد بود

 ها توجه كنيد)؟ (به نايقيني اشكالِ اساسي دارد

ها كه الگوريتمِ بدون بازخورِ بالا تا حدودي پاسخگوست، بگوييد چنانچه به هر dxاي از فضاي براي ناحيه - 5

(بر اساس معيار نماييِ ثابت زماني) براي  ي مطلوب نباشد، حداقل و حداكثر سرعتdxدليلي حالت، در 

 بازگرداندن سيستم به همان تعادلِ مطلوب چقدر است؟ از اين پس به اين سرعت، به اختصار، سرعت

 گوييم. تنظيم يا ثابت زمانيِ تنظيم، مي

طور براي فائق  تمِ بدون بازخورِ بالا پاسخگو نبود و هميناي كه الگوري حال براي فائق آمدن به ناحيه - 6

خواهيم بازخورِ حالت را نيز به الگوريتمِ تنظيمِ  هاي الگو، نسبت به سيستمِ واقعي، مي آمدن به نايقيني

اي كه از  خود اضافه كنيم. براي اين منظور به غير از استفاده
dx ا كم كردنِ در بالا انجام داديم، ب

sx

، سعي در  kگيري شده) از آن، خطا را تشكيل داده و بصورت تناسبي با ضريب تناسب  (حالت اندازه

كنيم. روشن است كه وروديِ سيستم كه در اختيار ماست، اين بار از دو قسمت تشكيل  جبران خطا مي

كه در اينجا با  كه از الگوريتمِ بدون بازخور در بالا درست گرديد و ديگري همين گردد: يكي همان مي

يِ جديد را بنويسيد و هم الگوريتمِ تركيب يهم معادلات بوجود آمده كمك بازخور درست شده است.

 شكلِ مناسبي براي نمايش بلوكي آن ارائه كنيد.

را طوري تعيين كنيد كه نه تنها مشكلِ عدمِ پاسخگوييِ الگوريتمِ بالاتر را برطرف سازد بلكه  kحال  - 7

 حداقلِ ثابت زمانيِ تنظيم، يك ثانيه، باشد.

ايد، خطايِ مانا چقدر خواهد بود؟ پاسخ خود را با توجه به در نظر  در اين الگوريتمِ تركيبي كه ساخته - 8

 هاي الگو، دقيق كنيد. گرفتن و نگرفتنِ نايقيني

حال بياييد از الگوريتمِ تركيبيِ بالا، قسمت بدون بازخور را حذف نموده و فقط از قسمت بازخوردار كه  - 9

شود؟ مقدارِ اين خرابي را بازاي  راب ميهمان جبران خطاست، استفاده كنيم. به نظر شما چه چيزي خ

dx هاي گوناگون وk .به دقت ارائه كنيد 
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براي فائق آمدن به خرابكاريِ بالا، پيشنهادي ارائه كنيد كه همچنان فقط بازخور استفاده گردد و نه  -10

كي، افزايش بهرة تناسبي و ديگري، نقشي كه يك (راهنمايي: به دو راه، ي الگوريتمِ بدونِ بازخور؟

 تواند ايفا كند، فكر كنيد) انتگراگير خالص بعد از خطا مي

خوبي بسنجيد. در اين راه به دو ه را ب افزايش بهرة تناسبي را بررسي نموده و سعي كنيد كارايي آن -11

و ديگري حداكثرِ وروديِ گردد  چيز بطور همزمان نگاه كنيد. يكي بهبودي كه در خطاي مانا حاصل مي

 درخواستي كه بازاي خطاهاي گوناگون ممكن است درخواست شود.

اي كه هنوز  ي تمامِ جوانب اجرا كنيد بگونهپيشنهاد گذاردنِ انتگرالگير خالص را به دقت با ملاحظه -12

 همان شرط حداقلِ سرعت تنظيم برقرار مانده و ضمناً پاسخ چندان نوساني نگردد.

دهيد، نتايج را  افزاريِ مناسبي كه ترتيب مي نرم سازيِ  ه كمك شبيهبالا ب يمراحلِ طي شدهامي در تم
اي كه گزارشِ كاملي  هايي را بدهيد بگونه مشاهده كنيد و براي هر يك از موارد، سعي كنيد نمونه و يا نمونه

  تان ارائه گردد. از مراحلِ تكاملِ طراحي
  
  

تقريبي خطي را نيز به دست آورده و رفتار آن را با سامانة اصلي مقايسه كنيد. اين حال در مسئلة بالا سامانة 
  سازيِ عددي نيز انجام دهيد. سه را با كمك شبيهمقاي

  
دهيد، فقط در همسايگيِ به  بايد فراموش نكنيد كه اين تقريب هربار كه سكونِ مطلوبِ خود را تغيير مي

دور شويد،  ،ايد سازي نموده هرچه از آن سكون كه حول آن خطي اندازة كافي نزديك به آن معتبر است و
خواهيد از اين تقريب خطي همچنان استفاده كنيد لازم است مرتباً  لذا اگر مي يابد. اعتبار آن نيز كاهش مي

,�S)هاي جديد  كنيد را نيز تغيير داده تا به ماتريس سازي مي سكوني كه حول آن خطي l�,   برسيد. (�|
  


