
 

 

 

 

 از مرجع اول(: 6سوالات منتخب کتاب )فصل 
 11-8-2 :1گروه 

 11-9-2: 2گروه 

 از مرجع اول(: 7سوالات منتخب کتاب )فصل 
 3: 2و گروه  1گروه 

 سوالات مشترک

 ( سیستم زیر را در نظر بگیرید:1
𝑥(𝑛 + 1) = 𝜙𝑥(𝑛) + 𝐺𝑤(𝑛) 

𝑧(𝑛) = 𝐻𝑥(𝑛) + 𝑣(𝑛) 

𝐸(𝑥(0)) = 0, 𝐸(𝑣(𝑛)) = 0, 𝐸(𝑤(𝑛)) = 0 

𝐸(𝑥(0)𝑥𝑇(0)) = 𝜓 

𝐸(𝑣(𝑛1)𝑣𝑇(𝑛2)) = 𝑅𝛿(𝑛1 − 𝑛2) 
𝐸(𝑤(𝑛1)𝑤𝑇(𝑛2)) = 𝑄𝛿(𝑛1 − 𝑛2) 

𝐸(𝑤(𝑛1)𝑣𝑇(𝑛2)) = 𝑇𝛿(𝑛1 − 𝑛2) 

توان عبارت گیری در نمایش سیستم، مییاد گرفتید که برای دکوپله کردن نویزهای فرآیند و اندازه 3در تمرین سری 

𝐺𝑇𝑅−1(𝑧(𝑛) − 𝐻𝑥(𝑛) − 𝑣(𝑛)) مایش جدید، را به معادله حالت اضافه کرد. با این کار، تنها نمایش سیستم دچار تغییر شده و در ن

گیری از هم مستقل خواهند بود. نشان دهید که معادلات فیلتر کالمن برای نمایش جدید سیستم به صورت زیر نویزهای فرآیند و اندازه

 آید )تمامی پارامترها از سیستم اصلی آورده شده است(.در می

𝐽 = 𝐺𝑇𝑅−1 
𝑥̂(𝑁 + 1|𝑁) = 𝜙𝑥̂(𝑁|𝑁) + 𝐽[𝑧(𝑁) − 𝐻𝑥̂(𝑁|𝑁)] 
Σ(𝑁 + 1|𝑁) = (𝜙 − 𝐽𝐻)Σ(𝑁|𝑁)(𝜙 − 𝐽𝐻)𝑇 + 𝐺𝑄𝐺𝑇 − 𝐽𝑇𝑇𝐺𝑇  
𝑥̂(𝑁 + 1|𝑁 + 1) = 𝑥̂(𝑁 + 1|𝑁) + 𝐾(𝑁 + 1)[𝑧(𝑁) − 𝐻𝑥̂(𝑁 + 1|𝑁)] 
𝐾(𝑁 + 1) = Σ(𝑁 + 1|𝑁)𝐻𝑇(𝐻Σ(𝑁 + 1|𝑁)𝐻𝑇 + 𝑅)−1 

Σ(𝑁 + 1|𝑁 + 1) = [𝐼 − 𝐾(𝑁 + 1)𝐻]Σ(𝑁 + 1|𝑁) 
دریس تگیری، اثبات کنید که صورت استاندارد فیلتر کالمن که در کلاس برای راحتی ابتدا با فرض عدم وابستگی نویزهای فرآیند و اندازه

 توان به صورت زیر نوشت. بعد از آن اثبات روابط فوق آسان خواهد بود.شده است، را می
𝑥̂(𝑁 + 1|𝑁) = 𝜙𝑥̂(𝑁|𝑁) 

Σ(𝑁 + 1|𝑁) = 𝜙Σ(𝑁|𝑁)𝜙𝑇 + 𝐺𝑄𝐺𝑇 
𝑥̂(𝑁 + 1|𝑁 + 1) = 𝑥̂(𝑁 + 1|𝑁) + 𝐾(𝑁 + 1)[𝑧(𝑁) − 𝐻𝑥̂(𝑁 + 1|𝑁)] 
𝐾(𝑁 + 1) = Σ(𝑁 + 1|𝑁)𝐻𝑇(𝐻Σ(𝑁 + 1|𝑁)𝐻𝑇 + 𝑅)−1 
Σ(𝑁 + 1|𝑁 + 1) = [𝐼 − 𝐾(𝑁 + 1)𝐻]Σ(𝑁 + 1|𝑁) 

یاد گرفتید که اگر قسمتی از یک بردار تصادفی گوسی را به عنوان مشاهده در اختیار داشتیم، چگونه قسمت  5سری  الف( در تمرین-2

آورید.  گیری به دستمجهول آن را تخمین بزنیم. از آن روش کمک گرفته و بهترین تخمین را برای نویز فرآیند غیر مستقل از نویز اندازه

 سوال قبل است.دقت کنید که مدل سیستم، مانند 

ب( با استفاده از نتیجه قسمت الف نشان دهید که تنها تغییر معادلات فیلتر کالمن )نسبت به فرم استاندارد فیدبکی که در کلاس تدریس 

شده است( در این حالت )عدم تغییر نمایش سیستم به منظور دکوپله سازی نویزها(، مربوط به بهره فیلتر کالمن است که به صورت زیر 

 آید:در می
𝐾(𝑁 + 1) = [Σ(𝑁 + 1|𝑁)𝐻𝑇 + 𝐺𝑇]𝑅−1 

 ج( آیا فیلتر کالمن این سوال و سوال قبل با هم متفاوتند؟ راجع این قضیه به طور مستدل بحث کنید.
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 گروه کنترل

 51/4/51مهلت تحویل : 



 گیری در لحظه بعد همبستگی داشته باشد یعنی ( این بار اگر نویز فرآیند در این لحظه با نویز اندازه3

𝐸(𝑤(𝑛1)𝑣𝑇(𝑛2)) = 𝑇𝛿(𝑛1 − 𝑛2 +  ، نشان دهید که معادلات فیلتر کالمن به صورت زیر خواهند شد.(1
𝑥̂(𝑁 + 1|𝑁) = 𝜙𝑥̂(𝑁|𝑁) 
Σ(𝑁 + 1|𝑁) = (𝜙 − 𝐽𝐻)Σ(𝑁|𝑁)(𝜙 − 𝐽𝐻)𝑇 + 𝐺𝑄𝐺𝑇 
𝑥̂(𝑁 + 1|𝑁 + 1) = 𝑥̂(𝑁 + 1|𝑁) + 𝐾(𝑁 + 1)[𝑧(𝑁) − 𝐻𝑥̂(𝑁 + 1|𝑁)] 
𝐾(𝑁 + 1) = (Σ(𝑁 + 1|𝑁)𝐻𝑇 + 𝐺𝑇)(𝐻Σ(𝑁 + 1|𝑁)𝐻𝑇 + 𝑅 + 𝐻𝑇 + 𝑇𝑇𝐻𝑇)−1 
Σ(𝑁 + 1|𝑁 + 1) = Σ(𝑁 + 1|𝑁) − 𝐾(𝑁 + 1)[Σ(𝑁 + 1|𝑁)𝐻𝑇 + 𝐺𝑇]𝑇 

گیری در نظر بگیرید. همچنین فرض کنید که نویز فرآیند را با فرض عدم وابستگی میان نویزهای فرآیند و اندازه 1( سیستم سوال 4

ام مشاهده n+1ای برای تخمین نویز فرآیند ارائه دهید )راهنمایی: فرض کنید که از لحظه یک تا کاملا ناشناخته است. تخمینگر بهینه

خواهیم به کمک این دو، نویز فرآیند را تخمین بزنیم(. در واقع م. همچنین حالت سیستم را نیز تخمین زده ایم. حال میدر اختیار داری

𝑤̂(𝑁|𝑁تخمینگر +  باشد.مد نظر می (1

 ( سیستم زیر را در نظر بگیرید:5
𝑥(𝑛 + 1) = 𝜙(𝑛)𝑥(𝑛) + 𝐵(𝑛)𝑢(𝑛) + 𝐺(𝑛)𝑤(𝑛) 

𝑧(𝑛 + 1) = 𝐻(𝑛)𝑥(𝑛) + 𝑣(𝑛) 

𝐸{𝑥(0)} = 𝑚 , 𝐸{𝑥(0)𝑥𝑇(0)} = 𝜓, 𝐸{𝑣𝑣𝑇} = 𝑅(𝑛), 𝐸{𝑤𝑤𝑇} = 𝑄(𝑛) 
 کنیم:گام را به شرح زیر طی می N  ،3، با فرض ثابت بودن mبرای به دست آوردن فرمول بازگشتی هموارسازی برای زمان 

 ، به کمک فیلتر کالمنmتا  1های های زمانام با استفاده از دادهmحل مسأله فیلترینگ برای زمان  (1

به صورت حل به عقب، به کمک فیلتر  m+1تا  Nهای های زمانام با استفاده از دادهm+1برای زمان  حل مسأله فیلترینگ (2

بینی یک گام به عقب برای به دست آوردن تخمین زمان کالمن )با عکس ماتریس کواریانس خطای تخمین( و یک مرحله پیش

mام 

 مین نهاییمشاهده فیشر، برای به دست آوردن تخ 2تخمین انجام شده، به صورت  2ترکیب  (3

 شود.نشان دهید که حل مساله فیلترینگ مذکور به روابط زیر ختم می 1الف( برای مرحله 

𝑥̂𝑓(𝑛 + 1|𝑛 + 1) = 𝜙(𝑛)𝑥̂𝑓(𝑛|𝑛) + 𝐵(𝑛)𝑢(𝑛) + 𝐾(𝑛 + 1) × {𝑧(𝑛 + 1) − 𝐻(𝑛 + 1) (𝜙(𝑛)𝑥̂𝑓(𝑛|𝑛) + 𝐵(𝑛)𝑢(𝑛))} 

𝐾(𝑛 + 1) = Σ(𝑛 + 1|𝑛 + 1)𝐻𝑇(𝑛 + 1)𝑅−1(𝑛 + 1) 

Σ(𝑛 + 1|𝑛 + 1) = Σ(𝑛 + 1|𝑛) − Σ(𝑛 + 1|𝑛)𝐻𝑇(𝑛 + 1)
× [𝐻(𝑛 + 1)Σ(𝑛 + 1|𝑛)𝐻𝑇(𝑛 + 1) + 𝑅(𝑛 + 1)]−1 𝐻(𝑛 + 1)Σ(𝑛 + 1|𝑛) 

Σ(𝑛 + 1|𝑛) = 𝜙(𝑛)Σ(𝑛|𝑛)𝜙𝑇(𝑛) + 𝐺(𝑛)𝑄(𝑛)𝐺𝑇(𝑛) 

Σ(0|0) = 𝜓     𝑥̂𝑓(0|0) = 𝑚 

 6شود )قبل از حل این قسمت حتما سوال فصل نشان دهید که حل مساله فیلترینگ مذکور به روابط زیر ختم می 2ب( برای مرحله 

 کتاب حل شود(.
𝑦̂(𝑛|𝑛 + 1) = 𝜙𝑇(𝑛)[𝐼 − 𝐾(𝑛 + 1)𝐺𝑇(𝑛)](𝑦̂(𝑛 + 1|𝑛 + 1) − 𝑆(𝑛 + 1|𝑛 + 1)𝐵(𝑛)𝑢(𝑛)) 

𝐾(𝑛 + 1) = 𝑆(𝑛 + 1|𝑛 + 1)𝐺(𝑛)[𝐺𝑇(𝑛)𝑆(𝑛 + 1|𝑛 + 1)𝐺(𝑛) + 𝑄−1(𝑛)]−1 

𝑦̂(𝑛|𝑛) = 𝐻𝑇(𝑛)𝑅−1(𝑛)𝑧(𝑛) + 𝑦̂(𝑛|𝑛 + 1) 
𝑆(𝑛|𝑛 + 1) = 𝜙𝑇(𝑛)[𝑆(𝑛 + 1|𝑛 + 1) − 𝑆(𝑛 + 1|𝑛 + 1)𝐺(𝑛)[𝐺𝑇(𝑛)𝑆(𝑛 + 1|𝑛 + 1)𝐺(𝑛) +

𝑄−1(𝑛)]−1𝐺𝑇(𝑛)𝑆(𝑛 + 1|𝑛 + 1)]𝜙(𝑛)      

𝑆(𝑛|𝑛) = 𝐻𝑇(𝑛)𝑅−1(𝑛)𝐻(𝑛) + 𝑆(𝑛|𝑛 + 1) 

𝑦̂(𝑁|𝑁) = 0, 𝑆(𝑁|𝑁) = 0 

 ید که رابطه نهایی هموارسازی به صورت زیر خواهد شد.ج( نشان ده

𝑥̂(𝑚) = [𝑆(𝑚|𝑚 + 1) + Σ−1(𝑚|𝑚)]−1 (𝑦̂(𝑚|𝑚 + 1) + Σ−1(𝑚|𝑚)𝑥̂𝑓(𝑚|𝑚)) 
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