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و او هـر   1اي معلـوم دارد در فرآيند راهنمايي بشر، همه چيز نزد آن يگانة متعال، انـدازه 
بر اين اساس موضوع مقداردهي و سـپس شـمردن   . 2كرده است بصورت عددي برآوردچيزي را 

در اين . ، حائز اهميت و در خور توجه استپذيردنهايتاً با اعداد صورت ميها كه ا پيمانهبها مقدار
لذا بهرحال اين فرآيند آنقـدر  . شدپذير نامكان ،با يك عددو تنها  ميان، بيان بعضي از چيزها تنها

خواننـده  شايسته اسـت  ادامه يافت تا مفهومي به نام فضاي برداري و بردارها، جايگاهي يافت كه 
  . ، ضمن مراجعه به منابع متناسب، تفكر كندبراي آشنايي با اين فرآيند

سـعه  باشند نيز ميـان مفـاهيم تو  رسد در مراجع عمومي كه در دسترس ميالبته به نظر مي
گيري آنها كه و چگونگي شكل... برداري و يفضابردار، تا ... ، ميدان و اي از قبيل مجموعهيافته

يك سري نتايج ايـن  تنها به و  گفتگويي نشده است ،هاي بشر براي بيان بودهبه خاطر نياز همگي
  .اكتفا گرديده استبه صورت آماده، آن هم فرآيندها 

توانـد  باشد، ناشي از دو چيـز مـي  رايج مينيز كه بسيار  ،روزاين اخلاق در گفتار علمي ام
  !له أدر برخورد با مسباشد يكي كم دانشي، ناداني و جهل و يا عدم صداقت 

بلكه درخواست  است، نه فقط يك يادآوريهمة آن چه تا به اين جا گذشت ذكر 
تر نموده و ارتباط چه عميقنگاه خود را به مفاهيم رياضي، هر شما نيز نگارنده است براي اينكه 
 يد، همواره در نظر گرفته تا پيشرفتيكنهايي كه تجربه و مشاهده ميتنگاتنگ آنها را با چيز

  .ديدرك كن ،آيددر اين نوشتار ميرا كه  روند توضيح آنچهحاصل شود و به اين ترتيب 
  : داريم بطور خلاصه اين است كه  آنچه قصد پافشاري و يادآوري آنرا

كنيد هيچگاه از مشاهداتتان دور نيافتاده و فاصله نگيريد و همواره ارتباطتان را با  سعي
  .آنها حفظ كنيد

اعداد و حساب آنها چگونه براي ما شكل گرفته . كندچند نمونة ساده موضوع را روشن مي
منظورمان چيست؟ اگر يادتان باشد از همان آغاز يادگيري  2=1+1گوييم است؟ مثلاً وقتي مي

نيز به شما مثلاً سيبي نشان داده و سپس سيبي ديگر و در ادامه سعي كردند به شما بگويند كه 
  ! حالا دو تا سيب داريم

                                                                                                                                                         
  )8سورة رعد آيه (كل شيء عنده بمقدار  1
 )28سورة جن آيه (و احصي كل شيء عدداً  2
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قبلاً با مشاهدات به توافق رسيدة شما و در ادامه همين كار را با چيزهاي ديگري كه 
ادامه داده و حتي جمع، ... ، مانند توپ، مداد، سنگ، گربه و ن به بيان مشتركي رسيده بوديدايشا

  .تفريق، ضرب و نهايتاً حساب را با شما و مشاهدات مشترك ادامه دادند
كمك اين  ديديد و بهبه اين ترتيب بود كه شما حالا دو تا چيز شبيه و مثل هم مي 

  .القا گرديده و به كلمات مشتركتان افزوده گرديد مشاهدات بود كه كلمة دو به شما
يكي سيب با يكي سيب : در ادامه براي آساني در گفتگو، مانند روزهاي اول نگفتند

: يك بعلاوة يك مساوي است با دو، و نوشتند: بلكه فقط شنيديم كه گفتند! ميشود دو تا سيب
  .ديدو آرام آرام رابطة ما با آن مشاهدات كم رنگ گر!  2=1+1

يك آفت  ،اين است كه اين كم رنگ شدن، در فرآيند كسب دانش و شناخت حقسخن  
اين خلاصه سازي در بيان هرگز نبايد موجبات دوري ما از مشاهدات و تجربياتي . جدي است

 چيزي يك اگر: تر اين است كهتر و صحيحدر واقع بيان كامل. گردد كه مشغول بيان آن هستيم
آن كه قبلاً در يك اسم مشترك روي آنها توافق كرده ايد، نيز  چيز مشابهمشاهده كرده و سپس 

  .كنيدتا از آن را مشاهده مي دودر كنارش مشاهده كرديد، آنگاه ميگوييد 
كنيد كه مقدمات جدي، متعدد و مهمي در آن بيان ساده لازم است كه در نظر مشاهده مي

به . ي در بيان، در عين اينكه مفروض است اما حذف گرديده استولي براي سادگ. گرفته شود
اين ترتيب عددها و حساب با آنها ابزاري براي بيان ما از شمارش چيزهايي هستند كه مشاهده 

به اين ترتيب اگر مشاهده اي در كار نبوده باشد، گفتگو از اعداد، گفتگويي . كنيمكرده و مي
  .  ....اگر مشاهده كرديد : ستاده است و آن عبارتست ازجدي اي اگراست كه در پس آن يك 

گردند و گاهي فراموش شده و ها در مقدمات مباحث رياضي گاهي ذكر مياگراين 
دقت رعايت هاي را بلذا چنانچه مقدمات يك بيان ويژه. شوندگاهي هم كم رنگ يادآوري مي

اين همان نكته اي . هي و سردرگمي كنيدتوانيد دچار گمراده را ميننكنيد، براحتي خودتان و شنو
  .است كه نبايد فراموش گردد
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   آناليز برداري -1
     

  بردارها و فضاهاي برداريهاي بنيان 1-1
آنچه ما در اين درس با آن روبرو هستيم بياني است كه نام بردار و فضاي برداري بـه آن    

-اي را با بردار و يا فضاي برداري ميمشاهدهبنا به آنچه در مقدمه آمد لازم است هر گاه . ايمداده

-خوبي حداقل براي يك بار بهرا به) مشاهده و بيان(فرآيند ارتباط بين اين دو خواهيد بيان كنيد، 

ما در ايـن درس بـه منظـور بيـان     . دقت انجام دهيد تا خودتان و يا شنوندة ديگر به اشتباه نيافتد
  . كنيمده مياي ويژه، از كلمة بردار استفامشاهده

بيان دقيق اين مشاهده تا رسيدن به استفاده از اصطلاح بردار، خود نياز به مقدماتي طولاني 
هاي  جابجايي، نقطه، خـط،  كنيم، اصطلاحدارد، چرا كه مثلاً براي آنچه ما در اين درس دنبال مي

مشاهداتي مشترك بين ما، مستقيم بودن و هر آنچه در هندسه آمده است نيز هر يك لازم است با 
پيمودن اين فرآيند را اصطلاحاً معرفي فضاي بـرداري   .پيشتر، به توافق رسيده و نهايي شده باشد

  .مي ناميم
توان كار را پيش برد و بيـان را تقويـت   اما با فرض اينكه اين معرفي انجام شده باشد، مي

پذيرفته باشد و در نتيجه اتصال ما بـه  صورت  اينكه ييك: اما در واقع دو امكان وجود دارد. نمود
اي در اتفاق هنوز رخ نداده باشد و ما بـا مشـاهده   كه آنهم اكنون همراه ما باشد و يا اين مشاهده

  .تماس نباشيم
رود و هـر توسـعه و   در صورت اول تعميق و توسعة بيان، همراه با مشاهدات پـيش مـي  

  .تعميق مشاهدة ما تعميقي همزمان و بي درنگ همراه است با توسعه و
ولي در صورت دوم چنين نبوده و فقط يك بيان و يا الگويي از بيـان درحـال توسـعه و    

ممكن است كسي بپرسد توسعه و تعميق در صورت دوم چه فايده اي ممكن اسـت  . تعميق است
 پاسخ اين است كه آن فرآيند مفقود در صورت دوم، به محض اينكه اتفاق بيافتد، بـه . داشته باشد
تواند سوار آن توسعه و تعميق بيان مشترك گرديده و مشـاهدات را نيـز بـا سـرعت     راحتي مي

  .بيشتري توسعه و تعميق بخشد
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رسد كه ما همان توسعه و تعميق بيان را نيز همواره با يك مشاهده اي هر چند به نظر مي 
پس از آن به تقليـد از  ايم و همواره پيشرفت بيان ما مديون روش اول بوده است، ولي پيش برده

انجام مي رسانيم و  خوبي بههاي ديگرمان نيز بهالگوي توسعه يافته اين سواركاري را براي مشاهده
  .ايم، بخوبي سود مي بريمهمراهي مشاهده طي كرده از راهي كه قبلاً به

ه ب رسد اسم بردار و فضاي برداري به صورت اولي كه در بالا آمد،هرحال به نظر مي به
توسعه و تعميق يافته  دهد، درست شده،هايي كه دور و برمان رخ ميهمراه مشاهدة ما از جابجايي
همراه ه ها نيز در دبيرستان، بآوريد اولين معرفيياد مي هچنانچه ب. و بين ما متداول شده باشد

  .مرور ميكنيمدر ادامه اين فرآيند را به سرعت ! مشاهدات جابجايي بود كه به شما القا گرديد
  معرفي فضاي برداري) 1(

. كنيمها را مشاهده مياز جايي و مكاني روي زمين به جايي ديگر روي آن، جابجايي
كارمان و يا كوه روبروي خانه جابجا شده و از  يمان به جانسبت به جايي روي زمين مثلاً خانه
  .آنجا به جاي ديگر و به همين ترتيب

ديگر، و از آن دومي به سومي، به  )جاي(به نقطة  )جا( ديديم جابجايي ما از يك نقطه 
. بدون اينكه به دومي رفته باشيم ؛رفتيملحاظ جابجايي، مانند اين است كه از اولي به سومي مي

  . همين شد كه چگونگي جابجايي نيز همزمان با خود موضوع جابجايي مورد توجه ما قرار گرفت
ود كه ديديم از نقاطي به نقاط ديگر جابجا مي شويم و اين را راه يا خط خود در همين ب

ه مقدار راهپيمايي از مقايسة راههاي گوناگون نيز براي ما مهم گرديد و ب. اين جابجايي ناميديم
به اين ترتيب، . دنبال آن كوتاهترين راه را راه و يا خط مستقيم از جاي الف به جاي ب ناميديم

ريعني با هر . گرديدداد، نيز مشاهده اي را كه هر خط مستقيم از جايي به جاي ديگر نشان ميهوي
هاي رويهما به اين . گشت و قابل تشخيص و تميز بودنيز مشاهده مي رويهدو نقطه، يك 

  .داديم بردارگوناگون نام 
اي بود كه از روي رويهب منظورمان - گفتيم بردار الفدر واقع از اين پس هرگاه مي 

عنوان نمونه مي توانستيم از نقطة ج، ه ب. مشاهدة جابجايي مستقيم از الف به ب بدست مي آيد
 اي رادر اين فرآيند مشاهده. ب را گرفته و پيش رفته و به نقطة د برسيم-الف يا بردارِ رويه

  .ناميديم "همان مقدار بودن"را به  يديگر و مشاهدة "بودن موازي"
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اي را در نظر گرفته و نهايتاً ا مشاهدهخرج داديم ته دقت كنيد كه حوصلة زيادي ب خوب
مشاهده كرديم كه ميتوان . به اين ترتيب بردارهاي بسياري قابل مشاهده شدند. آنرا بردار نام نهيم

جديدي را مشاهده نمود و به اين رويه  هاي متعدد را يكي پس از ديگري پيش گرفت و رويه
اي رويه سپس اينكه . ها نام نهاديمها را عمل جمع بين آنرويهتيب پشت هم اجرا كردن اين تر

اي  رويهانجام رسانده و به  هيا مقداري از آنرا ب... را چند بار انجام داده و يا كسري از آنرا و 
ضرب يك عدد در آن بردار و رسيدن به يك بردار  راجديد برسيم را نيز مشاهده نموديم و آن

  .ديگر نام نهاديم
اي كه در آن هيچ جابجايي صورت نپذيرد را نيز بردار خنثي براي عمل جمع يا رويه

 ةرا عوض نماييم در نتيجرويه ضمناً مشاهده نموديم كه اگر ترتيب اتخاذ دو . بردار صفر ناميديم
عمل جمع بردارها : گفتيمبه اين صورت  حقيقت رااين . ثري نداردجديد يا بردار جديد اروية 

  .در ترتيب دارندتعويض خاصيت 
هاي شركت پذيري دو عمل جمع مشاهدات ديگر نيز به همين دقت صورت گرفته و نام

و پخش ضرب در جمع ) يا همان خطي بودن يا همان جمع آثار(بردارها و ضرب عدد در بردارها
   اينها همگي وقتي مشاهده گرديد، آنگاه اصطلاحاً. انددانيد، بخود گرفتهي ميخوبه و غيره كه ب

  .داريم فضاي برداريگوييم يك مي
  

  : بردارنمايش  )2( 
 1شكل . براي نمايش يك بردار از حروف لاتين به همراه يك خط زير بهره خواهيم برد

  .دهدرا نشان مي يك بردار نمونه به همراه نحوة نمايش آن

  
  

r 

 ب

 نمايش بردار -1شكل
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بـراي  شـود و  به طور دقيق مشخص مـي  )روية جابجايي(به اين ترتيب يك بردار :توجه
   .نداريمخاص  نيازي به  دستگاه مختصاتآن معرفي 

  
  :وابستگي و استقلال خطي) 3(

اصطلاح در اين صورت به  . يك بردار را شايد بتوان بر حسب چند بردار ديگر بيان نمود
حـال اگـر مجموعـه اي از    . گويند اين بردار به صورت تركيب خطي آنها بيان گشـته اسـت  مي

بيان نمود، بـه ايـن مجموعـه،     ه،بردارها باشند كه هيچيك را نتوان بر حسب تركيب خطي از بقي
  .ندگويدسته بردارهاي مستقل خطي مي

  
  :يك فضاي برداري  پايه و عدب) 5و4(

، در يـك فضـاي   )از لحاظ تعداد(تعداد اعضاي بزرگترين دسته بردار مستقل خطي ممكن
آن فضـاي بـرداري    پايةو چنين دسته برداري را يك  ندگويآن فضاي برداري مي عدببرداري را 

  .ندناممي
تـوان بوسـيلة يـك تركيـب خطـي از      از تعريف پايه پر واضح است كه هر بردار را مي

در ادامه چند نمونة  .توان براحتي نشان داد كه اين بيان يگانه استمي. بيان كرداعضاي يك پايه 
  .آوريم يغير از روية جابجايي، را نيز م

  
مسـتقل از  هاي مختلف از تركيب سه رنـگ  دانيد در هنر نقاشي رنگهمانطور كه مي :مثال ) 6(

 كدام از تركيب دو رنـگ رنگ هيچاين سه لازم است . قابل تهيه استزرد، آبي و قرمز هم مانند 
هـا را توليـد   توان ساير رنـگ از طرفي با تركيب ميزان معيني از هريك مي. يدياديگر به دست ن

  .كرد
حال اگر هريك از اين سه رنگ را به عنوان يكي از اعضاي پايه براي فضاي برداري تمام   
  .هستندها قابل نمايش ين بردارها به صورت تركيب خطي از اها در نظر بگيريم، ساير رنگرنگ

  
  } 3s=قرمز يك پيمانه،   2s=آبييك پيمانه ،   1s=زرديك پيمانه  {                :پايه
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عة پاية فوق به صورت زير توان برحسب مجمورنگ سبز را مي دو پيمانه به عنوان مثال بردار

  .بيان نمود
  v = سبزدو پيمانه =  3s 3k +2s2 k +1s1 k= زرد + آبي 

321 011 sssv ++=⇒  
  :نويسيمو يا مي

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0
1
1

vs  

  s) و يا مختصات دستگاهيا (پاية در  vبيان بردار : خوانيم يو يا م
  

يـك پايـه بـوده و      t3s=t ,  2s=1, 1s=2 هاي  درجة دو ايچند جمله در فضاي : مثـال ) 7( 
2105بردار  2 ++−= ttv قابل بيان است بر حسب اين پايه  .  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=⇒

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
=
=

⇒

++−=++=

++=

5
10
2

5
10
2

2105

3

2

1

3

2

1

22
321

332211

v
v
v

v

v
v
v

tttvtvv

svsvsvv

  

)تايي مرتب به سه )′321 ,, vvv،  بيان بردارv  در پايةs  ، بيان بردارv  در مختصات s   ،  بيان بـردار
v  در دستگاه s  و يا بردارv  بيان شده در مختصات s  و به شكل زير نيـز نمـايش   شود گفته مي

  :دهيممي

332211

3

2

1

: svsvsvv
v
v
v

vs ++==
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=  
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اي كه قبلاً در نظـر گرفتـه   به همراه پايهروية جابجايي ها در صفحه بعدي 2در فضاي  :مثال ) 8(
) دو بردار ،) "1"با نماد (شده است  )′= 1,11

1s  و ( )′= 1,22
1s  ، يك پايه بوده و بردار خود نيز

)دلخواه   )′= yxv   .گرددمي بيانبه صورت زير بر حسب اين پايه   1,
  

2211 svsvv +=  

2
1

21
1

1
1 svsvv +=  

  
 ⇒

⎩
⎨
⎧

=+
=+

⇒⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥
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⎤
⎢
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⎡
yvv
xvv
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x

21

21
21

2
1
2

1
1  
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⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⇒

−

y
x

v
v 1

2

1

11
21         )9(⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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x
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2

1

11
21  

)10(  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⇒

y
x

v
v

11
21

2

1  

  

)به زوج مرتبمانند مثال پيشين  )′21, vv ، بيان بردار  شكلي كه در بالا بدست آمد،بهv   در پايةs 
  .گوييممي

2211
2

1 : svsvv
v
v

vs +==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=  

  
گـردد،  كه در چه مختصاتي بيان ميازاي اين هتوجه كنيد كه به اين ترتيب هر برداري، ب

-ههر چند ماهيتاً يك بردار بيشتر نيست ولي در هر مختصاتي ب ،تواند بيان متفاوتي داشته باشدمي
  . شودبيان مي ،اي متفاوت با مختصات ديگرگونه

n 11هاي  درجة ايچند جملهنشان دهيد در فضاي :  1-1مساله =s وts 2و2=
3 ts  ...و=

n
n ts tfv)(بيان بردار دلخواه آنگاه  .يك پايه هستند =   .دست آوريد را بهبرحسب اين پايه  =

  
   :كنندمطلب بسيار مهمي را القا مي  )10(و )9( يتساويهاحال دقت كنيد كه 

)11(                 vTvv s
s

s 11

11
21

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=  
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)12(                           vTvv ss 1
1

1

11
21

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=  

  
ها مبدل دو بيان متفاوت يك بـردار از يـك مختصـات بـه مختصـات      يعني اين ماتريس

  :، بترتيب خواهند بود sدر مختصات   2s و  1sدقت كنيد كه بردارهاي . ديگرند
( )′= 0,11ss  و  ( )′= 1,02ss  

  
طور دقـت كنيـد كـه    همين. پاية آن مختصات بودندكه انتظار هم داشتيم چرا كه اين دو بردار، 

  :، بترتيب خواهند بود sدر مختصات   21 و  11بردارهاي 
( )′−= 1,111

s    و  ( )′−= 1,212
s  

  
شود كه چگونه از روي بيان بردارهاي پاية يك مختصـات  از حقايق بالا براحتي ديده مي

  :ماتريس تبديل از يكي به ديگري را يافتتوان در يك مختصات ديگر،  مي

)13(                          ][ 2
1

1
11 ssTs =  

)14(                       ]11[ 211
sssT =  

)15(                          11
1

−= TT s
s  

ند و همچنين قابل تعمـيم  اهمواره و تحت هر شرايطي صحيح )15(و  )14(و  )13(روابط 
طور كه بالاتر نيز مشاهده شد، توجـه  در ضمن همان. باشندنيز مي برداري با بعد بيشتربه فضاهاي 

كنيد كه در هر مختصات، بيان بردارهاي پايه در همان مختصـات، همـواره يكسـان و بصـورت     
( )و  ′0,1( )′1,0 ): نها خواهند بودكه فضا، مثلاً سه بعدي باشد ايطبيعي است، وقتي. است  )′0,0,1   ،

( )و ′0,1,0(   .و به همين ترتيب براي بعدهاي بالاتر ′1,0,0(
  :به اين ترتيب بياموزيم و فراموش نكنيم كه 

  
به فضاي برداري و بردارها، بستگي تنگاتنگ به پاية تشكيل دهندة  دستگاه مختصاتنگرش هر 

  .آن مختصات دارد
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هـاي  كه بردارگيريم در نظر مي tبه نام ديگري را ) مختصات(پاية  )8(در ادامة مثال  :مثال) 16(

م، با توجه بـه آنچـه در بـالا آمـوختي    . باشندمي  2t1 )=-(1,1و  1t1 )=-,1-(1پاية آن به صورت 
  .مو معكوس آنرا بدست آوري sبه  tماتريس تبديل از مختصات  خواهيممي

  :راحتي داريمه توجه كنيد كه ب
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−
=

11
21
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11
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1
1 TT s
t  

)17(          ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
==⇒

20
31

11
11

11
211

1 TTT t
ss

t  

 
  
  

   ساني دو بردارراستايي يا هميا مقدار هم دو بردار ضرب داخلي  1-2
را دوباره مرور ) پايه(در يك دستگاه مختصات در ادامه يكبار ديگر مسئلة بيان يك بردار

در واقع با مشخص . بعدي است nپايه اي مشخص شده است و فرض كنيد كه فضا نيز مثلاً  :كنيم
در ضمن براي هر زيـر  . زير فضاي مستقل خطي تقسيم نموده ايم nكردن پايه، ما اين فضا را به 

  .زير فضا معرفي نموده ايمعنوان واحد سنجش تمام آن ه فضا نيز يك بردار ب
يعني يافتن سهم آن بـردار در هـر    ،گوييم بيان يك بردار در اين مختصاتحال وقتي مي

  .ها دوباره همان بردار را نتيجه دهديك از اين زير فضاها بگونه اي كه جمع برداري اين سهم
حال چنانچه متوجه شده ايد، اين سهم در هر يك از اين زير فضاها با يك عـدد تعيـين    

 ،مربوط به هر يك از زير فضاها گردد كه اين عدد، معرف ضريبي است كه از آن بردار واحدمي
پس چنانچه توجه داريد، گويا در اين تحول يك عملي بين . بايد در ساختن اين بردار دخالت كند

كه نتيجة اين عمل هر ! دهدو تك تك بردارهاي پايه رخ مي ،خواهيم بيانش كنيمه ميبرداري ك
  . است عدديك فقط بار 

و هـر يـك از بردارهـاي پايـه صـورت      مورد مطالعه  در ادامه اين عمل را كه بين بردار
اين دو بـردار   ضرب داخلي يا ضرب عدديرا  )فقط يك عدد استنيز حاصل آن كه ( ميپذيرد

  :ميتوان نوشت sمثلاً در مختصات . ناميمدر آن مختصات مي
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)1(                   
⎪⎩
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⎢
⎣
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bvssv

avssv
b
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v
ss

ss
s

)()(

)()(

22

11  
  

. در دو خواهند شـد  مثلاً دو برابر گردد، آنگاه فقط اين اعداد ضرب vتوجه كنيد كه اگر 
به اين ترتيب اگر از همين عبارت بالا براي تعريف ضرب داخلي، شروع كنيم و خاصيت شركت 

را نيز براي آن در نظر بگيريم، خواهيم توانست اين عمل را ) خطي بودن(پذيري با جمع برداري 
  .مبين هر دو بردار دلخواه نيز تعميم داده و نتايج و تعابير جالبي از آن بگيري

براي اين منظور به شكل زير عمل كرده و ضرب داخلي دو بردار را در حالت كلي نيز بدست مي 
  :آوريم

)2(          
dbcasvdsvc

sdvscvsdscvwv
ss

sss

+=⋅+⋅=

⋅+⋅=+⋅=⋅

)()(

)())(()(

21

2121  
دست آمـدة حاصـل از ضـرب داخلـي را بصـورت ضـرب       هدقت كنيد كه به اين ترتيب عدد ب

  :توان نوشتماتريسي زير نيز مي

)3(             bdac
b
a

dcvw
d
c

bawvwv sTssTss +=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==⋅ ][][)(  

  
  .و به همين شكل به فضاهاي با بعد بالاتر نيز قابل تعميم است

قبل از هر چيز توجه كنيد كه عبارتهاي بسيار مهم  حال ببينيم اين عدد چه تعابيري دارد؟ 
   :نتايج مهم زير را خواهند داد )1(و  )14-1-1(و )1-1-13(
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هاي داخلي با هم فرق خواهند داشت چون يك سري در توجه داريد كه حاصل اين ضرب

در هـر  البتـه ضـرب داخلـي    .(يك دستگاه و سري ديگر در دستگاهي ديگر صورت مي پذيرند
  !)جابجايي دارد يدستگاه
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. كنـد يا همراستايي دو  بـردار را روشـن مـي   هماهنگي، همساني در واقع مقدار  اين عدد
برابر خواهد شد و اين  توجه كنيد كه اگر يكي از آن دو را مثلاً دو برابر كنيد، اين مقدار نيز دو

  .كاملاً مورد انتظار است
   

توابع حقيقي متناوب با دورة تنـاوب   nهاي درجة اينشان دهيد در فضاي چند جمله:  2-1مسـاله 

0
0

2
ω
π

=T  ،ntj
n es 0ω=ن برداري دلخواه از اين فضا را سپس بيا. دهندها  يك پايه را تشكيل مي

  .دست آوريدب
  
  طول يا اندازة يك بردار) 6(

همان ضريب  يهستند، معلوم است كه از رو پايه ياز بردارها يطول بردارهايي كه ضريب
 ـ  . كرد يبقيه بايد فكر يبرا يبدست مي آيد ول را بكـار   يبه همين دليل در ادامـه، طـول اقليدس
  .ستجذر حاصلضرب داخلي يك بردار با خودش، ا ميگيريم كه همان

  

)7(        ( ) 22][ ba
b
a

bavvvvv sTsss +=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==⋅=  

  
  تعامد) 8(

گوييم ايـن  حال اگر حاصلضرب داخلي دو بردار در يك دستگاه مختصات صفر شود مي
متعاقباً، اگر ضرب داخلي يك بردار با هـر يـك از بردارهـاي    . عمودند دو در آن دستگاه بر هم

  .يك زيرفضا صفر باشد، ميگوييم اين بردار بر آن زير فضا عمود است
)9(                 ( ) 0][ =+=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==⋅ bdac

d
c

bawvwv sTss  

توجه كنيد كه به اين ترتيب در هر دستگاه مختصات، بردارهاي تشكيل دهندة پاية آن دسـتگاه  
لذا همين جا به دو نكتة بنيادين برخـورد  . بر هم عمودند و همه نيز داراي اندازة واحدنددو  هدو ب
  :كنيممي
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توانند در دستگاه ديگري عمود نباشند و بر دو برداري كه در يك دستگاه عمودند مي
  .اصولاً وضعيت نسبي دو بردار بستگي به دستگاهي دارد كه به آنها مي نگرد. عكس

  
تواند در دستگاه ديگري، اندازة غير واحد يك دستگاه اندازة واحد دارد ميبرداري كه در 

  .داشته باشد و اصولاً اندازة يك بردار بستگي به دستگاهي دارد كه به آن بردار مي نگرد
اگـر  . آيند ولي واقعاً اينطور نيستدو موضوع مطرح شده در بالا به نظر بسيار گيج كننده مي

ها را همان مقادير قبلي مـي بينيـد و نـه    اطراف خود بنگريد ديگر نه طولشما از ميان عدسي به 
  !زوايا را 

  .ضرب داخلي را معرفي خواهيم كردهاي همدستگاهنگرش،  براي خلاصي از اين تفاوت در
  
  ضرب داخليهاي همدستگاه) 10(

 بدهد، دسـتگاه ها، نتيجة يكساني هايي كه ضرب داخلي هر دو بردار دلخواه در آندستگاه
  .ناميممي ضرب داخليهم  يا نامتغير با ضرب داخلي هاي

بعبارت بهتر . ها و وضعيت نسبي بردارها يكسان باقي مي مانندها طولگونه دستگاهدر اين
هاي هم ضرب داخلي با آن دستگاه نيز باشد در تمامي دستگاه 2اگر طول برداري در يك دستگاه 

هاي هـم ضـرب   دو بردار در آن دستگاه عمود باشند در تمامي دستگاه طور مشابه اگرهب .است 2
  .داخلي با آن دستگاه نيز عمود خواهند بود

دو  هقبلاً ديديم كه در هر دستگاه مختصات، بردارهاي تشكيل دهندة پاية آن دستگاه دو ب
ضـرب  اي هـم پس به اين ترتيب تمامي دسـتگاهه . بر هم عمودند و همه نيز داراي اندازة واحدند

 ـ .داخلي با اين دستگاه نيز، اين دستگاه را متعامد و يكه مي بينند هـا  عبـارت بهتـر همـة ايـن    ه ب
به همين دليـل مجموعـة دسـتگاههاي هـم ضـرب داخلـي را       . بيننديكديگر را متعامد و يكه مي

اي ديگري هگذاري در مقابل دستگاهتوجه داريد كه اين نام. نامندنيز مي متعامد يكـه دستگاههاي 
  .كندگيرند، معني پيدا ميكه در اين مجموعه قرار نمي

هاي متعامـد  اين موضوع، نتيجة بسيار جالب و كليدي را براي ماتريس تبديل بين دستگاه
يك بار ديگر توجه كرده و اين بـار فـرض كنيـد كـه دو      )5(و  )4(به عبارتهاي. دهديكه مي
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بالا نويسها ها در هر دو يكسان بوده و ميتوان رب داخليبه اين ترتيب ض. دستگاه متعامد يكه اند
  :نوشترا برداشته و 

)11(                 [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅⋅
⋅⋅

==
2212

2111
21 stst

stst
ssC ttt

s  

)12(                [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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==
2221

1211
21 stst

stst
ttC sss

t  

  

)13(                          Ts
t

t
s CC =  

)14(                      Tt
s

t
s CC =−1  

هاي تبديل، خاصيت مهم متعامد يكه را خواهند داشت يعني كنيد كه اين ماتريستوجه مي
و ستونها داراي طول واحدند و ثانياً هر سطر بر ديگر سـطرها عمـود اسـت و     هاهر يك از سطر

  .همينطور هر ستون بر ديگر ستونها عمود است كه انتظار هم داشتيم
كنيم در يك گـروه  مي ها صحبتهايي كه از آندر ادامه فرض خواهيم كرد كه تمامي دستگاه

  . متعامد يكه خواهند بودلزوماً هاي تبديل بين آنها نيز قرار دارند و لذا ماتريس
  

دو بردار كه بيانشان . در نظر گرفته شده است tدر يك صفحه، مختصات متعامد يكة :  3-1مساله
Ttدر اين مختصات عبارتند از  s ]02[1 Ttو  = s ]35.05.0[2  sمختصـات   يبردارهـا بعنوان   =

در نظر گرفته و بدست آوريـد كـه مربـع     sو  tدو صفحة مختصات مجزا براي . شوندانتخاب مي
ABCD  در مختصاتt  از نگاه مختصات ،s شودبه چه شكلي ديده مي.   

[ ] [ ] [ ] [ ]TtTtTtTt DCBA 10110100 ====  
  
   دو بردارخارجي ضرب   1-3

دو ) فضـايي هـم ( هم افتـادگي داخلي مقدار رويچنانچه بالاتر نيز مشاهده نموديد ضرب 
اي تعيين كنيم، ضـرب ديگـري   گونههفضايي را نيز بحال براي آنكه مقدار ناهم. دهدبردار را مي

اي نشـان  گونـه هاين بار نتيجه نبايد يك عدد باشد بلكه بايد ب. بين دو بردار تعريف خواهيم نمود
از لحاظ مقدار نيـز، هـم انـدازة    . گنجددو بردار نمييك از زيرفضاهاي دهد كه مفهومش در هيچ
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 wروي  vبايد انتخاب كرد كه جمع آن با سـهم   wبرداري است كه از زيرفضاي عمود بر بردار 
  .را نتيجه دهد vدوباره 

و  wو  vپس نتيجة اين ضرب در فضاي سه بعدي، برداري است عمود بر هـر دو بـردار   
براي دوباره  vروي  wو يا مكمل سهم  vبراي دوباره ساختن  wروي  vاندازة آن نيز مكمل سهم 

  .كندتر مييكه فرض شده موضوع را روشن wشكل زير كه در آن . خواهد بود wساختن 
  
  

  
)1(                wvwwvwv ××+⋅=⇒ )()(  
  

و قسمت دوم آن   wقسمت اول آن سهم روي : بسيار زيبا است )1(دقت كنيد كه رابطة 
را نيـز كنـار    wتوجه كنيد كه چنانچه فرض يكـه بـودن   . كندرا مشخص مي wسهم غير روي 
  :بگذاريم، داريم

 )2(                    wvwwvwvww ××+⋅=⋅⇒ )()()(  
   .نامندمي ضرب برداري ياضرب خارجي  اين ضرب را

ضـمن  در عمود باشد و بردار  ضرب بايد بر هر دوبردار حاصلكه  هتكن از ايناستفاده با 
حاصلضرب بـر حسـب بيـان خـود     بيان بردار ، يكه باشد ،براي بردارهاي يكة متعامد بايد جواب
  :بردارها بصورت زير بدست مي آيد

vwvw )( ⋅

w

vw×

wvw ×× )(

 نمايش ضرب خارجي دو بردار -2شكل
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دانيد كه اندازة ضرب خارجي دو بردار يكه كه همـان سـهم نـاهم فضـايي آنهاسـت      خوبي ميهب
همواره عددي كوچكتر از واحد است كه از تحصيلات متوسطه آنرا سينوس زاوية بين دو بـردار  

  .ايدناميده
ماتريسي كه براي ضرب خارجي استفاده شد يك ماتريس پاد متقارن است كه معمولاً بـا  

شود كه ترانهادة چنين ماتريسـي بـا منفـي    يادآور مي. شودبينيد، نشان داده ميآن نمادي كه مي
  .خودش برابر است

CrCr        :نشان دهيد : 4-1مساله s
t

st
s

t ][][ ×=×  
  

  دوران نمايش  1-4
. شودر از ابزارهاي مختلفي استفاده مييك دستگاه به دستگاه ديگ) دوران(بيان تبديل براي 

  :ها عبارتند ازاين ابزار
  بيان تبديل با استفاده از ماتريس دوران -1
  بيان تبديل با استفاده از بردار دوران -2
  بيان تبديل با استفاده از زواياي اويلر -3
  هاكواترنيناستفاده از بيان تبديل با  -4

هاي دو پايهبراي بيان يك تبديل با استفاده از  ماتريسبه كار بردن هاي قبل چگونگي در قسمت
از يك دستگاه به دستگاه  )دوران(براي بيان تبديلها روشساير ا در ادامه ب .دستگاه نشان داده شد

  .   شدخواهيم آشنا  بيشتر ديگر
  

  وجود؟، وجود يا عدم زير فضاي نامتغير) 1(
ديگر زير فضايي هست كه  دستگاه آيا هنگام تبديل از يك دستگاه به: يك سؤال اساسي 

تبديل، تغيير نكند؟ بعبارت ديگر آيا زير فضايي هست كه بيان آن در هر دو دسـتگاه   اين تحت
  يكسان باشد؟
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  :پاسخ
موجـود  فرض كنيم چنين زير فضاي نامتغيري ): برهان خلف(در فضاي برداري دو بعدي 

براي آنكه بهر حال تغييري رخ داده باشد بايد زير فضاي ديگري باشد كـه  . بناميد 1است و آنرا 
عمود باشد تا تغييرات در  1مجبور است بر  2. بناميد 2آن زير فضا تحت تبديل تغيير كند و آنرا 

بعـدي   2اي حال توجه كنيد كه به اين ترتيب اين دو زير فضا، فض. نباشد 1آن موجب تغيير در 
شود كـه دو دسـتگاه مـورد    پس نمي. سازندرا خواهند ساخت و خود با هم دقيقاً يك دستگاه مي

! تغييـر نكننـد   1نسبت به هم تغيير داشته باشند ولي در زير فضـاي   2بحث اوليه، در زير فضاي 
  .ويكسان مانده باشند

تغيري موجود است و باز هم فرض كنيم چنين زير فضاي نام: در فضاي برداري سه بعدي 
براي آنكه بهر حال تغييري رخ داده باشد بايد زير فضاي . ناميده و ضمناً يك بعدي بگيريد 1آنرا 

عمـود باشـد تـا     1مجبـور اسـت بـر     2. بناميد 2ديگري باشد كه تحت تبديل تغيير كند و آنرا 
بايد دو بعـدي   2ضاي حال توجه كنيد كه اين بار زير ف. نباشد 1تغييرات در آن موجب تغيير در 

، دو بعدي  2حال چون زير فضاي. بعدي را بسازند 3باشد تا به اين ترتيب اين دو زير فضا، فضاي 
پـس ايـن بـار    . توان بينهايت دستگاه در نظر گرفت كه آن زير فضا را بسـازند است، در آن مي

شـند ولـي در زيـر    با هم متفاوت با 2شود كه دو دستگاه مفروض اوليه، در زير فضاي ممكن مي
  .و يكسان باشند! نسبت به هم تغيير نكنند 1فضاي 

  
  )دورانمحور (تعبير هندسي زير فضاي نامتغير ) 2( 

در فضاي سه بعدي همواره امتدادي وجود دارد كه بردارهايي كـه در آن امتـداد هسـتند،    
مان محور دوران از اين امتداد در هندسه، ه. كنندتحت تبديل از يك دستگاه به ديگري تغيير نمي

عبارت ديگر همواره يك امتدادي وجود دارد كه اگر يكي از دو ه ب. يك دستگاه به ديگري است
-به همين دليل به ماتريس تبديل بين دستگاه. رسيمدستگاه را حول آن دوران دهيم به ديگري مي

  .گويندهاي متعامد يكه، ماتريس دوران مي
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هيچ محور دوراني در همان فضـا  ) فضاي دو بعدي(فحهتوجه داريد كه براي دوران در ص
وجود نخواهد داشت و به ناچار اين محور دوران همان زير فضايي است كه به صفحه عمود است 

  .دهدو با آن فضاي سه بعدي را تشكيل مي
  

  )دورانمحور (زير فضاي نامتغير  تعبير جبري) 3(
مگـر  (كنيم كه ضرب داخلي دو بردار يكه همواره كوچكتر از واحد اسـت  ابتدا توجه مي
، كه اين عـدد كـوچكتر از   )، كه در اين صورت مساوي با واحد خواهد بوددو بردار يكي باشند

لذا مـاتريس تبـديل   . واحد را از همان تحصيلات متوسطه كسينوس زاوية بين دو بردار ناميده ايد
هاي زواياي بين گويند، تشكيل شده از يك سري كسينوسران ميكه در هندسه آنرا ماتريس دو

  :صورت زير نيز نوشتهتوان برا مي )11-2-1(يعني . بردارهاي يكة يك دستگاه با دستگاه ديگر
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  .گويندنيز مي 1هاي هاديبه همين دليل اعضاي ماتريس دوران را كسينوس
                                                                                                                                                         

1 Directional Cosine 

s1 

t1

α 

 نمايش هندسي دوران -3شكل

t2 s2 
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تـوان يـك   ي متعامد يكه همـواره مـي   2×2براي هر ماتريس  توجه كنيد كه با ديدگاه معكوس
  .زاويه يافت كه نتيجة فوق را بدهد
داراي دو مقدار ويژة مختلط يكة مزدوج است و لذا هيچ زير  )4(توجه داريم كه ماتريس 

ي 3×3توان نشان داد كه هر ماتريس اما مي .توان يافتفضاي نامتغير براي تبديل متناظر آن نمي
 1متعامد يكه همواره دو مقدار ويژة مختلط يكة مزدوج دارد و همواره سـومين مقـدار ويـژة آن    

كند و يا به تعبيـر  همان زير فضاي نامتغير را مشخص مي 1ويژة است كه بردار ويژة نظير مقدار 
  .سازدهندسي همان محور دوران بين دو دستگاه را مشخص مي

  :توجه كنيد كه براي اين بردار ويژه داريم

)5(                  vvCv sst
s

t ==  
. يكسـان اسـت  شود و بيانش در دو مختصات يعني تنها امتدادي است كه تحت تبديل عوض نمي

  .كندالبته توجه داريد كه اين امتداد براي ماتريس ترانهاده نيز به همين شكل صدق مي
  
  رفتن از تعبير هندسي دوران به ماتريس دوران و برعكس) 6(

بصورت راستگرد دوران داده و  αباندازة زاوية  Kرا تحت بردار دوران يكة  tفرض كنيد 
ميگردد كه تعريف زاويه در فضا به همـان تعريـف زاويـه در     ييادآور. رسيده ايم sبه دستگاه 

و جهت زاويه در ايـن   Kصفحه باز ميگردد، به اين ترتيب كه زاويه را در صفحة عمود بر بردار 
دوران حـول يـك   "همچنين از يادآوري تعريف اصطلاح . صفحه را نيز همين بردار تعيين ميكند

. ظر گرديده و به همان تعاريفي كه قبلاً خواننده ديده است، تكيه شـده اسـت  نيز صرف ن "بردار
. بدسـت آوريـم  ،  αو زاوية  Kسه مؤلفة دوران يعني، حال ميخواهيم ماتريس تبديل را بر حسب 
  :كنيمبراي اين منظور ابتدا مسئلة زير را حل مي

 بـردار جديـد   .دهـيم مـي بصورت راستگرد دوران  αباندازة زاوية  Kرا تحت بردار يكة  Qبردار 
  .همواره برقرار استرابطة زير  ثابت كنيد. ناميممي  'Qبدست آمده را 

)7(                   KQKCSQKCQQ ))(1()( ⋅−+×+=′ ααα  
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KQKKQKQ تواند به دو مؤلفةمي  Qدر شكل ملاحظه كنيد كه ابتدا بردار  )(,)( كه  −⋅⋅
را  اولي همان قسمت است كه تحت دوران تغيير نخواهد نمود و لذا بـردار دوران يافتـه نيـز آن   

اندازة قسمت دوم بـا  × اما با توجه به تعريف . علاوة دوران يافتة قسمت دومهشامل خواهد بود، ب
QKاندازة بردار    .برابر است ×

  
  

حال توجه كنيد كه اين قسـمت پـس از   . در ادامه كافيست دوران يافتة قسمت دوم را نيز بيابيم
داراي دو مؤلفه، يكي در راستاي همان مؤلفة قبـل از دوران و يكـي در    ،دوران در صفحة دوران

QKاين آخري همان راستاي .راستاي عمود بر آن ولي در همان صفحة دوران خواهد بود -مي ×

ي   Sαي آن براي اولي و سـهم    Cαبصورت راستگرد، سهم  αپس از دوران باندازة زاوية . باشد
  توان آنها را نيز بصورت زير نوشتآن براي دومي نصيب خواهد شد و لذا مي

)8(                            ( ) αCKQKQ )( ⋅−  

)9(                        αSQK )( ×  
  

Q  

K  

K)Q. K( 

 K× )Q×K=( K) Q. K( – Q  

)Cα  K)Q. K( – Q(   

Sα )Q×K(  

 يافته بر حسب بردار اصلي و بردار دورانبردار دورانهايمؤلفهنمايش -4شكل 

'Q  
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كنـيم كـه   بردار بيانگر زيرفضاي نامتغير را با هم جمـع  و  ) 9(و ) 8(عبارت  دوحال كافيست 
  .آيدبدست مي )7(همان عبارت 

 
ααα

αα

SQKCQCKQK

SQKCKQKQKQKQ

)()1()(

)())(()(

×++−⋅=

×+⋅−+⋅=′
  

  
  

كنيم كه بـراي يـك   فوراً توجه مي. در ادامه از حلي كه انجام داديم استفادة فراواني خواهيم نمود
  :رسيده است، داريم 1sكه پس از اين دوران به بردار يكة  1tبردار يكة 
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   :به اين ترتيب فوراً براي ماتريس دوران بدست مي آيد
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  .دوران استبيان ماتريس دوران به كمك بردار ) 11(

همين جا نكتة مهم ديگري را نيز بايد بياموزيم و آن اينكه ماتريس تبديل يا دوران، تعبير 
را با دوراني كه همـان مـاتريس دوران در بـر دارد، دوران     vفرض كنيد بردار . ديگري نيز دارد

  :ي رابطة زير استبرسيم، آنگاه بيان اين بردار جديد با بيان بردار اول دارا Cv بدهيم و به بردار 

)12(              vCvCvv t
K

tt
sK

t
C

t )(),( αα ===  
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)13(                  ),(),( )( αα α K
t

KK
ts

t
t vCvCv −==  

   :همان پاية زير فضاي نامتغير است، همواره داريم Kفراموش نكنيد كه چون 

)14(                [ ]Tst kkkKK 321==  
است كه مجموعاً  كنيم كه هر دوران شامل يك بردار يكه و يك زاويهدر ادامه توجه مي 

عضو است  9به اين ترتيب روشن است كه هر چند ماتريس دوران داراي . سه پارامتر خواهند بود
عضو را به هم مربـوط   9رابطه اي كه اين  6توانيد آيا مي. ولي اينها از يكديگر مستقل نمي باشند

  كند بگوييد؟مي
   :تواند اجرا گرددصورت زير ميهب )11(عمليات معكوس 
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توان دو مقدار يافت كه هر دو نيز درست است ولي بردار دوران نظير هـر  همواره براي زاويه مي

   :بعبارت ديگر دقت كنيد كه . يك با ديگري يك منفي اختلاف خواهد داشت

)16(                 )2()()( απαα −=−= −− KKK CCC  

  
  

  هاكواترنين) 17(
امين 4ام اويلر يا 4اينكه همواره بطور الگوريتمي فقط يك زاويه بدست آيد، پارامتر براي 

  :كواترنين بصورت زير تعريف شده است

)17(                    2
cos4

αε =  
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كنـد چـرا   ، اين پارامتر نيز فرق مي2π-αو  αبه اين ترتيب بازاي دو زاوية دوران مثبت متفاوت 
  :كه

2
cos)

2
cos(

2
2cos

2
cos ααπαπα

−=−=
−

≠  

  
  :صورت زير تعريف شده اندههاي ديگر نيز بكواترنين

)18()3(
2

sin,)2(
2

sin,)1(
2

sin 332211
αεαεαε kkk ===  

  
  :كه به اين ترتيب همواره خواهيم داشت

)19([ ] 1,,1 4321
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4
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3
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2
2

1 ===+++ εεεεεεεεεεε TT  

  
  :توانيد نشان دهيدراحتي ميه، ب )11(دقت كنيد كه با اين تعاريف و جاگذاري در
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مستقيماً نشان دهيد كه حاصلضرب دو ماتريس متعامد يكه، يك ماتريس متعامد يكه  : 5-1مساله
  .بعبارتي حاصلضرب دو ماتريس دوران يك ماتريس دوران است. خواهد بود
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هـاي  ابتدا ماتريس زير را بگونه اي كامل كنيد كه يك ماتريس دوران بين دسـتگاه  : 6-1مساله
 c21راستگرد نتيجه گردد و سپس تمامي زواياي بين بردارهاي يكة دو دستگاه را بـراي حالتيكـه   

                    .است، بدست آوريد 1/2نيز 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
21
2121  

. ، ارائه شـد  ’Qو دوران يافته اش  Qدر كلاس رابطه اي براي ارتباط بين يك بردار  : 7-1مساله
سعي كنيد آنرا به شكل ديگري بدست آوريد تا بتوانيد نشان دهيد بـراي مـاتريس دوران حـول    

     :ميتوان رابطة زير را نوشت αو به مقدار  Kبردار يكة 

    [ ] [ ]×+×−+= KsKcICts αα
2)1(  

  كهتوجه كنيد : راهنمايي
KQKKQKQ ××=⋅− )()(  

  
به ايـن معنـي كـه    . نشان دهيد خاصيت جمع برداري براي بردار دوران صادق نيست: 8-1مساله

تحـت بـردار دوران    Qدوران يافتة  2Qباشد و   1Kتحت بردار دوران  Qدوران يافتة  1Qچنانچه 
2K   2آنگاهQ +1Q  دوران يافتةQ  2تحتK +1K نخواهد بود.  

   :نشان دهيد همواره داريم : 9-1مساله

( ) ( ) ( )( ) ( )( )cbdadbcadcba ⋅⋅−⋅⋅=×⋅×  
  

  تعريف كنيد و نشان دهيد  Pj = 2εjها را بصورت Pاز روي كواترنينها،  : 10-1مساله
{ }

233232

311331

122121

122134

311324

233214

3322114444
2 ,21
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cccCTracecccP t
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  براي محاسبة كواترنينها از روي ماتريس دوران، آيا روش بالا بهتر نيست؟ چرا؟
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كليـه دورانهـايي را در نظـر    . فضاي سه بعدي در نظر بگيريـد دو بردار مساوي در  : 11-1مساله
مكان هندسي كلية محور دورانهاي . بگيريد كه منجر به دوران يكي از اين دو، روي ديگري شود

ممكن چيست؟ با توجه به اين موضوع، تعبير هندسي محور دوران بين دو دسـتگاه، چـه خواهـد    
نيد كه محور دوران بين دو دستگاه، هم امتداد بردارهاي بود؟ حال با توجه به اين تعبير استدلال ك

   :زير است

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )332233112211 ,, stststststst −×−−×−−×−  
  .توانيد نشان دهيد كه اين بردارها همگي هم امتدادندچگونه مي

در همان موضوع سؤال قبل نشان دهيد زاوية دوران نظير هر محور دوران از رابطـة   : 12-1مساله
زاوية بين بردار و محـور دوران   θزاوية بين دو بردار و  ηزاوية دوران،  α: زير قابل حصول است

  .است

 θαηθαθη ssssccc 22
22 =⇒=−   

   .توجه كنيد 7-1 مسالهدوباره به راهنمايي 
  .را يافته و تعبير هندسي هر يك را شرح دهيد θ = η/2  ،αو   θ = π/2براي حالتهاي خاص 

ها به انـدازة  كه با تركيب دورانزواياي اويلر پس از آنبيان ماتريس دوران با استفاده از 
  .كافي آشنا شديم خواهد آمد

   دورانهاي ساده و تركيب آنها  1-5
يك دستگاه بـه دسـتگاه ديگـر اسـتفاده از     ) دوران(هاي بيان تبديل يكي ديگر از روش

تجزيـة يـك   هـا و  هاي جلوتر از تركيـب دوران چون در بررسي. هاي ساده استتركيب دوران
  .ها خواهيم پرداختتر استفاده خواهيم كرد، لذا به مطالعة آنهاي سادهدوران به دوران

  
  تعريف دوران ساده) 1(

هاي پايه باشد، آنگاه، محـور مشـترك،   بردارهرگاه محور دوران بين دو دستگاه، يكي از 
  .ناميمخود معرف زير فضاي نامتغير بوده و دوران را ساده مي
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بازاي اينكه كداميك از محورهاي اصلي بين دو دستگاه مشترك باشند، مـاتريس دوران   
   :، يكي از موارد زير خواهد بود )11-4-1(مربوط، با استفاده از 
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 براي ايجاد تناظر با نمادt
sC كنيم  همواره فرض ميs  نسبت بهt حول محور مربوطه دوراني يافته است.  

  
  حول محورهاي ثابتهاي تركيب دوران) 5(

داده   γآن دوراني بانـدازة   1شروع كرده و ابتدا حول محور tحال فرض كنيد از دستگاه  
دهـيم و بـه   مي  βدوراني باندازة  tي همان دستگاه 2سپس حول محور. رسيده ايم Aو به دستگاه 

 sداده و بـه دسـتگاه    αدوراني بانـدازة   tي  همان دستگاه 3نهايتاً حول محور. رسيممي Bدستگاه 
بـه مـاتريس دوران بـين دو     )4(و ) 3(و ) 2(توان با تركيبـي از دورانهـاي   حال مي. رسيده ايم

  .دست يافت sو  tدستگاه 
   :داريم )12-4-1(كنيم كه از براي اين منظور ابتدا توجه مي

)6(                      vCv tt )(1),1( γγ =  

)7(                                
),1(2),2;,1( )( γβγ β vCv tt =  

)8(                    ),2;,1(3),3;,2;,1( )( βγαβγ α vCv tt =  

)9(         vCvCCCv tt
s

tt ==⇒ )()()( 123),3;,2;,1( γβααβγ  )8(و)6(و)7(  
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)10(      ),,()()()( 123123 αβγγβα CCCCC t
s

t
s ==⇒  

  
كنيد كه دوران بين دو دستگاه به سه دوران سادة متوالي كه البته ترتيـب نيـز اهميـت    توجه مي

  . دارد، تجزيه شده است
واقعيت اين است كه اين تجزيه به دورانهاي ساده يكتا نبوده و كافيست ترتيـب را بهـم   

روابط و دسته زوايـاي معـادل ديگـري را     زنيد يا بعضي محورها را يك در ميان تكرار كنيد، تا
ماتريس نهايتاً و را داشته نوع متفاوت از اين دسته زوايا  12توان مي ترتيببه اين . بدست آوريد

  .دوران مربوط را يافت
  
  گذارحول محورهاي هاي تركيب دوران)  11(

ي آن دوراني 3شروع كرده و ابتدا حول محور  tحال فرض كنيد از دستگاه . به شكل توجه كنيد
  βدورانـي بانـدازة    Eي دسـتگاه  2سپس حـول محـور  . رسيده ايم Eداده و به دستگاه   αباندازة 

داده و به دستگاه   γدوراني باندازة  Fدستگاه   1نهايتاً حول محور. ميرسيم Fميدهيم و به دستگاه 
s رسيده ايم .  
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 sو  tبه ماتريس دوران بين دو دستگاه  )4(و ) 3(،)2( توان دوباره با تركيبي از دورانهايحال مي
  :داريم )12-1-1(يا  )11-1-1(كنيم كه از براي اين منظور ابتدا توجه مي .دست يافت

  
)12(                         vCv sF )(1 γ=  

)13(                        vCv FE )(2 β=  

)14(                         vCv Et )(3 α=  
)15(                 vCvCCCv st

s
st ==⇒ )()()( 123 γβα

  )14(و)13(و)12(
  

)16(            CCCCC t
s

t
s ==⇒ ′′′ )()()(),,( 123123 γβαγβα  

  

t1 

t3 ,E3 

E1 E2,F2 

α 
t2  

F1 ,  s1 

s3 

F3 

β

γ

s2 

 زواياي اويلر نمايش -5شكل

α  

β

γ 
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كنيد كه در اينجا نيز دوران بين دو دستگاه به سه دوران سادة متوالي كـه البتـه   توجه مي

در اينجا دوران حول محورهاي دستگاههاي گذر اتفاق . ترتيب نيز اهميت دارد، تجزيه شده است
يكتـا   ،و واقعيت اين است كه باز هم اين تجزيه به دورانهـاي سـاده   tمي افتد و نه دستگاه ثابت 

نبوده و كافيست ترتيب را بهم زنيد يا بعضي محورها را يك در ميان تكرار كنيـد، تـا روابـط و    
نوع متفـاوت از ايـن دسـته     12به اين شكل ميتوان . دسته زواياي معادل ديگري را بدست آوريد

  .ماتريس دوران مربوط را يافتنهايتاً زوايا و 
 12دسـته بـا آن    12شود كه بعضي از ايـن  ميتوجه كنيد كه از همين عمليات بالا ديده 

شود بعنوان نمونه از همين بالا ديده مي. دستة قبلي نتايج مشابهي براي دسته زوايا نتيجه خواهند داد
  :كه

)17(                )()()(),,(),,( 123123123 γβααβγγβα CCCCCC t
s

t
s

t
s === ′′′  
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  . در يكي با ديگري متفاوت است  γو   α   ،βكه تعبير  هر چند
-1(فقط يكي است كـه از ) دو بعدي(كنيد كه تعبير دوران هندسي در صفحه مشاهده مي  

  .تواند تعداد زيادي تعبير پيدا كندمي) سه بعدي(شود ولي در فضا حاصل مي )4-4

 ،زاويـه ايـن سـه    .مندمي نا زواياي اويلرزواياي دوران حول محورهاي گذر را اصطلاحاً 
، متداولترين دسته زواياي معرف از دستگاه بدنة يك ناو بـه  آمدكه در مثال بالا بويژه، بگونه اي 

عموماً نمادهاي . اندباشند و لذا در محيطهاي مختلف اسامي مختلفي نيز يافتهيك دستگاه مرجع مي
ψ  ،Θ  وΦ  بترتيب بجاي نمادهاي كليα   ،β   وγ   روندكرديم، بكار ميكه ما در بالا استفاده .
ψ ش گردة را زاويYaw angle سمت يا زاوية و چنانچه نسبت به شمال باشد Azimuth  گوينـد .
Θ  تاب(خمرا زاوية( Pitch angle       يـا   فـراز و چنانچه نسبت بـه محـور ارتفـاع باشـد، زاويـة
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Elevation گويند .Φ  ش چرخرا زاويةRoll angle    و چنانچه نسبت به افق جانبي باشـد زاويـة
  :توان روابط زير را نيز براحتي بدست آوردبراي اين مورد خاص مي. گويندمي Bankيا  كجي

)3(tan),2(sin),1(tan
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2 توجه كنيد كه براي
π=Θ ماتريس دوران فوق بصورت زير در مي آيد:  
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  .تواند صورت گيردتكين شده و بينهايت انتخاب، مي Φو   ψو نسبت به 

نـوع   12هاي ثابت و گـذار هـر كـدام    همانطور كه گفتيم براي دوران حول محور :13-1مسـاله 
ايـن   سعي كنيد. دسته زاويه خواهد شد 24توان معرفي كرد كه در مجموع مختلف دسته زاويه مي

  .ها شكل مناسب رسم كنيددسته زوايا را در ذهن تصور كرده و  براي چند نمونه از آن
  

-دوران مـي  3را ابتدا حول محور sدستگاه . در ابتدا بر هم منطبقند sو  tدو دستگاه : 14-1مسـاله 

دهـيم  را دوران مي sسپس حول همين محور اخير دوباره . بيافتد tي 2آن بر محور 1دهيم تا محور
  .منطبق گردد tي 3ي آن بر محور2بگونه اي كه محور

ماتريس دوران بين دو دستگاه را به دو روش حول محورهاي ثابت و حول محورهاي گذر  -الف
  . رسدبدست آوريد و نشان دهيد كه هر دو به يك جواب مي

دهيد نمايش ميرا نيز در شكل مناسبي   10-1مسالة در حاليكه تعبير هندسي آموخته شده در  -ب
  .بردار دوران را در هر دو مرحلة دوران مشخص كنيد

نيـز   sبه  tها انجام داديد را براي دوران كلي از براي تك تك دوران بهمان كاري كه در  -ج
  .انجام داده و بردار دوران نهايي را نيز در شكل مناسب ديگري نشان دهيد
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  .ح دهيدآيا بردار دوران خاصيت برداري دارد؟ توضي -د
مستقيماً از روي ماتريس دوران كواترنينها را محاسبه كرده و سپس محور و زاويـة دوران را   -ه

  .تعيين كنيد
  

  :  6-1مسالة براي همان ماتريس دوران  :15-1مساله
بـردار دوران را  (ها را محاسبه كرده و سپس محور و زاوية دوران را تعيين كنيـد كواترنين -الف

  ).تعيين كنيد
را بدست آورده و شكل مناسبي كه دو دستگاه و اين زوايـا در   Φو  Ψ  ،Θزواياي معروف  -ب

  .آن نشان داده شوند، رسم كنيد
  

حال شـما سـعي   . رفتيم s به tلر كه در متن آمد، از دستگاه ياو يايح زوايدر تشر :16-1مساله 
خود را در وسيله اي مانند هواپيما . كنيد معكوس اين مسير را طي نموده و حس مناسبي پيدا كنيد

نشسته در نظر بگيريد سپس سعي كنيد براي هر يك از زواياي اويلر خودتان نسبت بـه دسـتگاه   
  .جغرافيايي روي زمين تعبيري بيابيد
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  هااهمعادلات حالت وضعيت نسبي دستگ -2
متغير مسـتقلي را در  . دهيمدر ادامه، تحول حالت وضعيت يك دستگاه را مد نظر قرار مي

طبق معمول نيز اين متغير . آوريمرا نسبت به تغيير آن بدست مي تغييرات  وضـعيت نظر گرفته و 
دستگاه نسبت بـه  يك وضعيت  خواهيم ببينيم، تغييرعبارتي ميه پس ب. گيريممستقل را زمان مي

  .زمان چگونه قابل ارزيابي و بيان است
. ايـم را به طرق مختلـف ديـده  دو دستگاه وضعيت نسبي بيان  ،كنيم كه قبلاًابتدا توجه مي

ها و يا زواياي اويلر هـر يـك بگونـه اي ايـن اخـتلاف      كواترنين ،بردار دوران ،ماتريس دوران
ل اگر هر يك از ايـن تعـابير را   حا. گذارندديدگاه و اصطلاحاً اختلاف وضعيت را به نمايش مي
خواهيم بدانيم كه تحول اين حالت نسـبت بـه   بيانگر حالت فعلي اين تفاوت وضعيت بگيريم، مي

  . زمان چگونه قابل بيان است
خـواهيم  مثلاً اگر ماتريس دوران بين دو دستگاه را بيانگر تفاوت وضعيت دو دستگاه بگيريد، مي

شود و تغيير و تحول آن با زمان چگونه قابـل بيـان   ن متحول ميبدانيم اين ماتريس چگونه با زما
  .است و به چه چيزي بستگي دارد

  

   بيان تحول حالت دو دستگاه با استفاده از ماتريس دوران 2-1
هاي ماتريس دوران عبارت بودند از بيان بردارهاي يكة آوريم كه ستوندر ادامه بياد مي

  .دستگاه دوم در دستگاه اول
)1-2-4(                  ][ 21 ssC ttt

s =  

)1-2-5(                  ][ 21 ttC sss
t =  

به همـين دليـل   . پس كافيست ببينيم در تحول دوران، معادلة حالت يك بردار يكه، چگونه است
  .پردازيممي به بيان چگونگي تحول يك بردار يكهابتدا 

تفاضل دوران يافتة بردار با خـود آن  گيريم كه فاصلة زماني بسيار كوچكي را در نظر مي
حال كافيست اين بردار تفاضل را بر . !)به شكل توجه كنيد(در اين فاصلة زماني بسيار ناچيز باشد

  .هاي دوران بيان كنيمحسب مشخصه
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توجه كنيد كه قبلاً آموخته ايم كه دوران يعني عدم تغيير در زيرفضاي نـامتغير و تغييـر    
  پس. در زيرفضاي متغير

  .اولاً اين بردار تفاضل بايد در زيرفضاي متغير بوده و بر زيرفضاي نامتغير عمود باشد 
نيـز  ) محـور دوران (اين تغيير به وضعيت نسبي بردار مورد نظر و زيرفضاي نـامتغير ثانياً 
هر چه بردار يكه با محور دوران هم فضايي داشته باشد، تغييـرات كمتـري خواهـد    . بستگي دارد
هر چه بردار با محور دوران ناهم فضايي داشته باشد يعني با فضاي متغيـر هـم    .كسداشت و برع

  .فضايي دارد و لذا تغييرات بيشتري خواهد داشت
كند و لذا تغييرات بـردار در زيرفضـاي   دانيم كه در دوران، اندازة بردار تغيير نميميثالثاً 

  .خودش نيز صفر است
اي در ه اين تفاضل كوچك از طرفي هيچ مؤلفـه كنيم كبندي توجه ميحال در يك جمع

اي نيز در راستاي خـود بـردار نـدارد و از    راستاي محور دوران ندارد و از طرف ديگر هيچ مؤلفه
كنـد كـه   اين سه به ما القا مي. فضايي بين همين دو راستا نيز باشدهمه مهمتر بايد متناسب با ناهم

و ) زيرفضـاي نـامتغير  (لضرب خارجي بردار يكـة دوران اين بردار تفاضل، دقيقاً متناسب با حاص
  .استتحت دوران  يكةبردار 

، )فضا باشنديعني كاملاً ناهم(اين تغييرات كوچك را وقتي دو بردار بر هم عمودندمقدار حال اگر 
  :توان نوشتمي  ،)دوران در اين فاصله ةدر واقع همان مقدار زاوي( نمايش دهيم Δθ با
 )1(    ( ) [ ] [ ]

t t t ttQ K Q Q K Q K Qθ θ θΔ = Δ × → Δ = Δ × = Δ ×  

بردار يكه ايست كه  Qاست و ) محور دوران(بردار يكة معرف زير فضاي نامتغير  K در آن  كه
معـرف محـور    ,پس كافيست در هر لحظه بـردارِ . در حال بررسي تحول آن تحت دوران هستيم

دقت كنيد كـه  . دوران را داشته باشيم، بعلاوة سرعت لحظه اي مقدار تغييرات در زيرفضاي متغير
  :اين هر دو در حد معني يافته و خواهيم داشت

)2(       ( ) [ ] : [ ]
t t t t tt tQ K Q Q K Q Q Qθ θ ω= × → = × = × = Ω  

  
  .را سرعت دوران لحظه اي خواهيم ناميد ωبردار 
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. هرگز فراموش نكنيد كه اين معادلة حالت براي يك بردار در حال دوران است و نه چيز ديگـر  
 .)15-1مسـالة  (شناسيداگر سرعت لحظه اي دوران ثابت باشد، حل اين معادلة حالت را بخوبي مي

اين معادلة حالت يك معادلة حالت خطي باقي مي  ،ولي اگر اين سرعت دوران خود نيز تغيير كند
  .كه ديگر حل تحليلي عمومي براي آن نداريم .ماند ولي متغير با زمان

  
حال كافيست توجه كنيم كه ستونهاي ماتريس دوران خود بردارهايي هستند كـه در هـر   

   .خواهد بود )2( معادلة حالت براي تحول هر يك، مشابه .لحظه، دوران مي يابند
 )دورانهمـان بـردار   (دانيم، همواره يك زير فضاي نـامتغير حال جالب اين است كه مي

ايـن، بـراي يـك    . گيرنـد وجود دارد كه هر سه ستون يكة ماتريس تحت آن در دوران قرار مي
دوران كوچك نيز صادق است و لذا براي تمامي آنها، بردار سرعت دوراني كه در بـالا تعريـف   

  :توان نوشتمي ) 2(كمك شد، يكسان است و به 
)3(                         [ ] [ ]321321 ssssss tststs ×××= ωωω  
  

)4(   [ ] [ ]
)()()(

321321

tCttC

ssssss
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s
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ts

tt
ts
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ts

tttt
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K  

Δθ 

Δθ ( K × Q ) 

  نمايش تغييرات جزئي يك  بردار   - 6شكل 
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  :توان نوشتو در نتيجه مي 
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تواند متغير با زمان باشـد، چـرا كـه بـردار     توجه كنيد كه اين معادلة حالت، خطي است ولي مي

  .هم در اندازه، تغيير كند تواند هم در جهت و راستا ومي ،سرعت دوران
كند يعني بزرگي تغييرات در واحد زمـان افـزايش يـا    تغيير ميبردار سرعت دوران وقتي اندازة  

كند، يعني زير فضاي تغييرات در حـال تغييـر   كه راستاي آن تغيير ميو هنگامي ؛يابدكاهش مي
  .است

به اين ترتيب روشن است كه براي تعيين ماتريس دوران در هر لحظه بايد مقدار قبلي آن 
ايـن،  فقـط بـردار سـرعت     توان تعيين نمود، جمع نمـود و  مي )4(را با مقدار تغييرات آن كه از 

  .دوران را لازم دارد
بيان  tاه بايد در همان دستگ )ω(بردار سرعت دوران ،)4(در  البته نبايد فراموش نمود كه

گيـري  مثلاً براي انتگـرال . اي منطقي صورت پذيردگيري بايد بگونهعبارتي انتگرالهب. شده باشد
   :توان ديد كه براي فواصل زماني بسيار كوچك داريمعددي مي

)6(                    tCC t
sts

tt
s δδ ⋅Ω=)(  

)7(    ttCtCttC t
sts

tt
s

t
s δδ ⋅Ω+≅+⇒ )()()( 000  

)8()()()( 00 tCtIttC t
sts

tt
s δδ ⋅Ω+≅+  

  
تواننـد  ، در عمل بسيار جدي مي )6(يا  )4(توجه كنيد كه مباحث عددي مبتلا به محاسبة 

چرا كه اولاً همواره بايد ماتريس دوران، متعامد يكه، باقي بمانـد و ثانيـاً تعـداد عمليـات     . باشند
لازم نيسـت  به عنوان مثـال   .گردند هباعث خطاي محاسبباشد تا ضرب و جمع نبايد بيش از نياز 

 ديگـر عضـو   3را حل كـرده و  ) بردار 2(معادله 6توان را حل نمود و مي) بردار 3(معادله 9مة ه
همينطور هر بـار  . دو بردار يكه بدست آورداين با ضرب خارجي  ماتريس انتقال حالت يافته را 

اما . مانداش مراقب بود كه اندازة سطرها يا ستونها، واحد باقي بتوان با تقسيم هر بردار به اندازهمي
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تا حدودي به مشـكل بـر   بهر حال، باز هم، ممكن است دو بردار اول نيز از تعامد خارج شوند كه 
  .ردخوخواهيم 

جلوتر، بيشتر متوجه خواهيم شد كه بي ترديد، تعيين وضعيت بـراي هـر وسـيلة نـاوبري     
هـايي يـا   بعبارتي بدون تعيين وضعيت، تعيين مكان بـه تن . قسمت عمدة تعيين موقعيت آن است
دهد كه براي تعيين وضعيت، يك راه محاسبات بالا نشان مي. ممكن نيست و يا كافي نخواهد بود

اين موضوع اساس كار . گيري كنيماين است كه سرعت لحظه اي دوران را داشته و سپس انتگرال
  .دهدناوبري اينرسي را تشكيل مي

  

 tبراي موقعي مناسب است كه مؤلفه هاي سرعت دوران را در دسـتگاه   )4(معادلة  : 17-1مسالة 
را بازنويسي ) 4(داشته باشيم رابطة  sرا در دستگاه  مؤلفه هاي سرعت دوران چنانچه .داشته باشيم 

  .كنيد

ابتـدا   s، ميتوان تصور كرد كه مثلاً  sو  tبراي وضعيت نسبي هر دو دستگاه مانند : 18-1مسـالة  
، دوران يافته و نهايتاً نيز پـس   αKبوده و سپس با سرعت دوران ثابت، حول بردار دوران  tروي 

حال با در نظر گرفتن حقيقت فوق و معادلة . شده است αاز گذشت زماني معين، مقدار اين دوران 
  :حالت ماتريس دوران، نشان دهيد

[ ]×== α
α

Kt
s

st

eKCC
,

)(
  

نشان دهيد چنانچه بـردار دوران بـين دو دسـتگاه بانـدازة      18-1مسالة با توجه به : 19-1مسالة 
  :توان نوشتكافي كوچكتر از واحد باشد، براي ماتريس دوران بين اين دو دستگاه مي

[ ]×+≅= αα KIKCCts )(  

  خاصيت جمع برداري سرعت نسبي دوران) 9(
ايـم، بنـام    اولاً توجه كنيد كه ما در اينجا كميت جديدي را بين دستگاهها ابـداع كـرده  

هـر چنـد مـا پيشـاپيش ايـن كميـت را       . سرعت دوران لحظه اي يك دستگاه نسبت به ديگري
شود كه خاصيت برداري سرعت نسبي نيـز  بصورت يك بردار تعريف نموده ايم اما اين دليل نمي
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باشد  tsωداراي سرعت دوران  tنسبت به  sخواهيم ببينيم آيا اگر دستگاه در واقع مي. برقرار باشد
توان نتيجـه گرفـت كـه    باشد، حال آيا مي suωداراي سرعت دوران  sنيز نسبت به  uو دستگاه 

  است؟ suω +tsω=  tuωداراي سرعت دوران  tنسبت به  uدستگاه 
  :است و اما دليلمثبت جواب اين سؤال 
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توجه كنيد، با اينكه دوران را با يك برداري بنام بردار دوران نيز نمايش داديـم ولـي خاصـيت    
برداري نسبي نداشت در حاليكه سرعت دوران كه در بالا تعريف نموديم، خاصيت برداري نسبي 

  .دارد
دو دسـتگاه در حـال   اي كه نبايد از نظر دور داشت اين است كه بـردار دوران بـين   نكته

تحول است و البته تحول آن به بردار سرعت دوراني بين دو دستگاه در هر لحظه بسـتگي دارد و  
  .ولي اصلاً لزومي ندارد كه اين دو بردار بر هم منطبق باشندگردد توسط آن مشخص مي

  
  زواياي اويلر تحول بيان تحول حالت دو دستگاه با استفاده از  2-2

سـرعت دوران   Eبـه دسـتگاه    tابتدا در تحول از دستگاهفرض كنيد ) 5-1(همانند بخش 
 Ψي هر دو بوده و مقدار آن نيز همواره بستگي به سرعت 3نسبي اين دو همواره در امتداد محور

  :پس ميتوان نوشت. دارد
)1(                         [ ]TtE

Et Ψ= 00, ω  
  :و با همين استدلال خواهيم داشت



42                                درس اول  

)2(                      [ ]TEF
FE 00, Θ=ω  

)3(                       [ ]TFs
sF 00, Φ=ω  

  :توان نوشتحال با توجه به همان خاصيت برداري سرعت دوران براحتي مي
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  :بدست مي آيد )5(در  )3(و )2(،  )1(كه با جاگذاري 
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بيان ميكنند كـه    rو  p  ،qمعمولاً سرعت دوران هر دستگاهي را در خود آن دستگاه، با حروف 
به ايـن ترتيـب از   . باشندمي  yawو  roll   ،pitchبترتيب، همان سرعتهاي زاويه اي معروف به 

  :بدست مي آيد )6(
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كنيد كه اين معادلات براي محاسبات عددي بسيار نامناسب بوده، اولاً در نزديكي توجه مي
هستند كه زمان زواياي خاصي خطاهاي بزرگي را شامل خواهند شد و در ثاني شامل توابع مثلثاتي 

  .محاسبة طولاني دربردارند
توان محاسبات مشابه را انجام داده و معادلات توجه كنيد كه براي همة انواع دسته زواياي اويلر مي

  .حالتشان را بر حسب سرعت دوران بين دو دستگاه بدست آورد
  
  بيان تحول حالت دو دستگاه با استفاده از تحول بردار دوران   2-3

  :نشان داد كه معادلة حالت بردار دوران بصورت زير خواهد بودتوان مي
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2  
  توجه كنيد كه با داشتن 

)0(,)0( >tK ts
sωα  

  .گيري عددي، بردار دوران را براي بقية زمانها بدست آوردتوان با انتگرالمي
بالاتر براي محاسبة زواياي اويلر بيان شـد،  اما توجه كنيد كه در اين مورد هم هر دو مشكلي كه 

  .همچنان در اينجا نيز باقي است

    هاكواترنين بيان تحول حالت دو دستگاه با استفاده از 2-4
پارامتري در نظـر گرفتـه ايـم، دچـار      3ديديم، در تمامي مواردي كه دوران را بصورت 

ردن دوران، زيبايي خاصي به حل اين پارامتري ك 4كواترنينها با . مشكلاتي در محاسبات ميشويم
  .معادلات مي بخشند كه از هر لحاظ قابل تأمل است

بدسـت آينـد، ابتـدا      rو  p  ،qبراي اينكه معادلات حالت كواترنينها نيز برحسب همان 
  :نيز نوشتذيل را بصورت  )4-1-2( توانبراحتي مي  4-1مسالة كنيم كه با توجه به توجه مي
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  :نيز اشاره شد همواره داريم )10-1(مسالة و همانطور كه در 
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  :را بطريق زير بدست مي آوريم  P4حال با مشتق گيري ابتدا معادلة حالت 
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  :و يك سري عمليات، براحتي بدست مي آيد )20-4-1( در ادامه با جاگذاري
)4(                       ( )rPqPpPP 3214 2

1
−−−=  

، معادلـة   )1(و رابطة  )10-1(مسالة توان با استفاده از همان روابط اشاره شده در و در ادامه مي
  :مي آوريم P1ها نيز بدست آيد كه براي نمونه، نحوة كار را براي Pjحالت بقية 
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  :توان به شكلهاي ساده تر زير نيز نوشتكه مي
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تـوان  توجه كنيد كه با داشتن كواترنينها در لحظة صفر و سرعت دوران در هر لحظه، مي

در اين معادلات تنهـا مـوردي   . با انتگرالگيري كواترنينها را در هر لحظة بعد از آن محاسبه نمود
رفع براي . است  ½ P تواند به مرور مسئله ساز شود، غير واحد شدن اندازة بردار چهارتايي كه مي

عملاً مهمترين مسئلة باقيمانـده،  . اين معضل، خوبست مرتباً بردار مزبور تقسيم بر اندازه اش گردد
انتخاب صحيح گامهاي انتگرالگيري خواهد بود و به لحاظ كلي معادلات فوق نسبت به معـادلات  

باً هيچيك ديگري كه براي حالت نسبي دو دستگاه ارائه گرديد، رفتار بسيار مناسبي دارند و تقري
  .از مشكلات آنها را نخواهند داشت

ابتـدا  . توان با دو دوران به صورت زير عمل كـرد مي sبه  tبراي رفتن از دستگاه  : 20 -1مسـاله 
ي دسـتگاه جديـد بـه    3و سپس دوران حول محور   γبه اندازة   tي دستگاه 1دوران حول محور 

معادلات حالت حاكم بر اين زوايـا را  . ها به دستگاه  مطلوب خواهيم رسيدبا اين دوران. αاندازة 
  .به دست آوريد

دستگاهي را در نظر بگيريد كه نسبت به دستگاه ديگر بـا سـرعت دورانـي    مسالة  :21 -1مسـاله 
قبل از اينكه اين دوران . است، در حال دوران است [ωR/s  0  0]ثابتي كه در همين دستگاه دوم، 

. π/4 , 0 ,0شروع شود سه زاوية اويلر دستگاه اول نسبت به دستگاه دوم بترتيب عبارت بودند از 
  .ماتريس دوران بين دو دستگاه را در تمام زمانها بدست آوريد

م را در دسـتگاه اول  سرعت دوران دستگاه اول نسبت به دو )21-1(لةادر همان مس :22 -1مساله
توانيد حل تحليلـي بـراي   آيا مي. بدست آورده و سپس معادلات حالت سه زاوية اويلر را بنويسيد

  آنها ارائه كنيد؟
توانيد حل تحليلي آيا مي. معادلة حالت كواترنينها را بنويسيد) 21-1(لةامسدر همان  :23 -1مساله

و  2π/ω(0.001)بـا دو گـام    Simulinkبراي آنها ارائه كنيد؟ چگونه؟ بكمك نرم افزاري مانند 
(0.01)2π/ω  2براي مدتπ/ω  انتگرالگيري كرده و در حاليكه طول بردار كواترنينها را مد نظر ،

  .داريد، نتايج را مقايسه كنيد
فرض كنيد دستگاه اول، علاوه بر دوراني كـه ذكـر شـده،     )21-1(لةادر همان مس :24 -1مساله

 ω0خود نيز دوراني با سرعت ثابت  1حول محور
R/s سرعت دوران دستگاه اول نسبت به دوم . دارد
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را در هر دو دستگاه بدست آورده و معادلات حالت مـاتريس دوران و همينطـور كواترنينهـا را    
  .بنويسيد
  T] 3ω  2ω  1ω = [ tsωtعادلات حالت زواياي اويلـر را بـر حسـب مؤلفـه هـاي      م :52 -1مساله

  . بدست آوريد
  
سـرعت يـك بـردار از ديـد دسـتگاههاي      ( هـاي مختلـف  تحول حالت يك بردار از ديد دستگاه 2-5

    )قضية كوريوليس يا مختلف

چـه   مسـتقل از اينكـه توسـط    هـر بـردار  ابتداي درس اشاره شد   همانطور كه در بخش
و ماهيـت آن بسـتگي بـه نـوع     اسـت  شود، داراي تعريفي مشخص دستگاهي به آن نگريسته مي

توانند به آن، بياني متناسب صد البته ديديم كه دستگاههاي مختلف مي. ندارد خاص به آن  نگرش
هاي متفاوت مخدوش كنندة وجود و اصل تعريف آن بردار با نگرششان نسبت دهند ولي اين بيان

  .نخواهند بود
بعنوان مثال بردار سرعت دوران نسبي دو دستگاه خود يك تعريف مسـتقل دارد و البتـه   

ي را هـم در نظـر   دستگاه سـوم ديگـر  چنانچه بيان آن در هر يك از دو دستگاه متفاوت بوده و 
  .نيز متفاوت خواهد بود ها ي اين بيانبا هر دوبيان اين بردار  ،بگيريد

خواهيم تغييرات يك بردار را بـازاي تغييـر يـك    ظر بگيريد كه ميحال شرايطي را در ن
  .دانيم كه تغييرات يك بردار خود يك بردار خواهد دادمي. متغير مستقل مانند زمان بسنجيم

تواننـد تغييراتـي داشـته    ها، خود نيز نسبت به همان متغير مستقل، ميحال توجه كنيد كه دستگاه
فعلاً دستگاههايي را در نظر بگيريد كه نسبت به هم ثابت بـوده و تغييراتشـان نسـبت بـه      .باشند

زمان، مانند هم باشد كه يعني سرعت دوراني آنها نسبت به هم، صفر اسـت و در واقـع مـاتريس    
  .دوران بين آنها با زمان در حال تغيير نيست

هـايي قـرار   ك چنـين دسـتگاه  توان نشان داد كه از ديد ناظرهايي كه در يسادگي ميه ب
دارند، تغييرات آن بردار كه خود نيز يك بردار است، برداري است يكسان، هر چند بيانش در هر 

  .يك با ديگري نيز متفاوت است ولي برداري متفاوت نخواهد بود
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. پـردازيم در ادامه، ابتدا كمي بيشتر در مورد تغييرات يك بردار از ديد يك دستگاه مـي 
و در فاصلة زماني كوچكي   t(rs(، عبارت باشد از  tدر زمان  sاز ديد دستگاه  rبردار فرض كنيد 

تغييرات اين بردار در اين فاصلة زمـاني،  : گوييمدر اين صورت مي.  tδt+(rs(: بعد از آن نيز باشد
  :، برابر است با برداري كه بيانش در اين دستگاه، عبارتست از  sاز ديد دستگاه 
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  :و مي نويسيم
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  . s، در  sاز ديد  rيا مؤلفه هاي تغييرات   s، بيان شده در  sاز ديد  rتغييرات : و بدقت ميگوييم

  :توجه كنيد كه دو قيد كاملاً متفاوت وجود دارد 
  ...تغييرات از ديد دستگاه  -1
  بيان اين تغييرات در يك دستگاه -2

قيد دوم همان است كه قبلاً هم با آن سر و كار داشتيم ولـي قيـد اول جـزو تعريـف آن بـردار      
  .تغييرات است و بدون آن بردار مزبور، هنوز خوش تعريف نيست

  :تگاه، تعريف كردتوان معادلة حالت يك بردار را از ديد يك دسبه همين شكل مي
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Ds  خواهد بود از ديد دستگاه ) زمان(در اينجا به معني مشتق يك بردار نسبت به متغير مستقلs  .
-نيـز مـي   سرعت بردار از ديد آن دستگاهچنانچه متغير مستقل، زمان باشد، آنگاه به اين مشتق، 

  .گوييم
بدون زير نويس به معني مشتق از اعضاي دقيقاً مشخص شدة هر مـاتريس نسـبت بـه     Dمن بعد 

  .مشتق يك بردار نهخواهد بود و ) زمان(متغير مستقل 
  

تـوان بيـان   نيز مـي   tمانند  هر دستگاه ديگريتوجه كنيد كه مؤلفه هاي اين معادلة حالت را در 
  :نمود
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  :نشان دهيد  :26-1مساله 

rrrD ss
r

s
s

s ][1 ×+= ω  

rو  rاي بردار سرعت زاويه ωكه در آن 
s1  بردار يكة در امتدادr باشدمي.  

-است  و مؤلفة ديگر نيز به گونه rرا به دو مؤلفه كه يكي در امتداد خود  rδبردار : راهنمايي(

  .)سازد، تجزيه كنيدرا مي rδاي است كه با اين مؤلفة اول 

  1قضية كوريوليس) 5(
دوران بوده ها در حال اگر دستگاهي باشد كه نسبت به اين دستگاه: حال سؤال اين است 

و سرعت دوراني داشته باشد، تغييرات همان بردار از ديد ايـن دسـتگاه جديـد، بـاز هـم، همـان       
   ها محاسبه كرده بودند يا نه؟برداري خواهد بود كه آن دستگاه

عبارت ديگر، آيا سرعت يك بردار از ديد اين دستگاه جديد با سرعت آن از ديـد آن  ه ب
  :يعني . است كه جواب منفي استها يكي است؟ طبيعي دستگاه
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1 Coriolis theorem 
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بـراي  . تر بررسي نموده و رابطة بين اين دو را نيز بدست مي آوريـم در ادامه اين موضوع را دقيق
  .كنيماين منظور از همان تعريفي كه در بالا آمد استفاده مي
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)7(                  rrDrD tsst ×+= ω  
  .كوريوليس مي نامنداول  آنچه بدست آمد را ، قضية

  
كه در راستاي سرعت دوران بين دو دستگاه باشـد،   aتوضيح دهيد، براي هر بردار  :26 -1مساله
  :داريم

 aDaD st =  
توجه كنيد كـه از نتيجـة   . تحقيق نماييد 21-1مسالة  و اين را در مورد خود بردار سرعت دوراني

  .توانيد استفاده كنيدنيز مي 22-1مسالة 
  

هر يـك از دو دسـتگاه را از    1، مشتق بردار يكة نظير محور21-1مسالة در همان  :27-1مسالة 
 -الـف : اين كار را هر بار از دو روش برويد. ديد دستگاه ديگر، در هر دو دستگاه بدست آوريد

هاي بردار را در همان دستگاهي كه ميخواهيد مشتقگيري كنيد، محاسـبه نمـوده و از   ابتدا مؤلفه 
  .از قضية كوريوليس استفاده نموده و بدست آوريد -ب. آنها مشتق بگيريد

از ديـد  ) سرعت بردارهـا (گفتگوي مفصلي داشتيم كه مشتق بردارها نسبت به زمان :28-1مسالة 
استدلال كنيد كه اين موضوع در مورد مشتق . متفاوت باشد توانديك دستگاه با دستگاه ديگر، مي

 .ها يكسان استيعني مشتق طول آنها در همة دستگاه. كندطول آنها نسبت به زمان صدق نمي
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نشان دهيد برداري كه طول ثابت دارد، مستقل از دستگاه، سرعتش بر خودش عمود : 29-1مسالة 
  .است

  
خـود   ديد هر دستگاه را، همواره ميتوان به دو مؤلفة در راستايِسرعت هر بردار از : 30-1مسالة 
نشـان  . تجزيه نمود) بردار سرعت قائمِ(در راستاي عمود بر بردار  و) بردار سرعت مماسيِ(بردار 

  .شوددهيد سرعت مماسي بردار، مستقل از دستگاهي است كه سرعت از ديد آن محاسبه مي
  

  صحيح است؟ در هر مورد توضيح دهيد؟ كداميك از روابط زير :31-1مسالة 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) rDCrDrDCrDrDrDrDrDrDrD ts

t
ts

t
ts

t
tstss

t
t

t
tt

t ===== ,,,,
  
  

مورد  يك نقطةبردار مكان يك جسم نسبت به " ،را در قضية كوريوليس  rاگر بردار   
رابطة بين سرعت جسم از ديد ، اصطلاحاً  ،آنگاه آنچه بدست آورديم ،در نظر بگيريم ،"نظرمان
دستگاه s  و سرعت جسم از ديد دستگاهt يعني  .بوده است:  

)8(                   BtssBtB rvv ×+= ω  
  

تعريـف   بردار سرعت از ديد آن دسـتگاه  سرعتيك دستگاه را   از ديدجسم همان  حال شتابِ
  .آوريم در ادامه رابطة بين شتاب جسم از ديد دو دستگاه را بصورت زير بدست مي. كنيممي
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D r

D r r v r

ω
ω ω

ω
ω

ω ω ω ω ω

= + ×
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)10(

....

.

)()(2
AcclCentripeta

Btsts

AccTangantial

Btssort

AccCoriolis

sBts
CordinatsOfSightinAcc

sB

CordinattOfSightinAcc
tB

rrDva

a

××+×+×+

=

ωωωω  

  
 و sBv=0كـه يعنـي   سرعتي نداشـته باشـد    sدقت كنيد كه اگر جسم نسبت به دستگاه 

0=sBa جسم نسبت بـه دسـتگاه   كه اما در صورتي. كوريوليس ظاهر نخواهد شد شتابِ آنگاهs  
است، با اين تفاوت كه ايـن بـار    برقرار sBa=0 كه در اين صورت باز سرعت ثابتي داشته باشد

  .ظاهر خواهد شدهاي مماسي و شتاب جانب مركز، علاوه بر شتاب ،كوريوليس شتابِ
  

هـاي  بر حسـب مشخصـه  يك جسم را خواهيم  سرعت و شتاب به عنوان تمرين مي :مثال  )11(
  .دست آوريمبه در فضا 2ايدر صفحه ، يا در دستگاه استوانه 1دستگاه قطبي

),,(ها عبارتنـد از  اي مشخصهكنيم كه در دستگاه استوانهابتدا توجه مي zθρ    كـه متنـاظر
  :زير هستند 3هاي دكارتيمشخصه

)12(                    
)3(
)2(
)1(

zz
Siny
Cosx

=
=
=

θρ
θρ

  

دستگاه آنها نسبت به يك  وضعيتهايي هستند كه هاي حامل يك مكان، دستگاهدستگاه
مثلاً دستگاه قطبي همواره نسبت به يك دستگاه . گرددبوسيلة يك بردار تعيين مي) ديگر(معين 

  . گرددمشخص مي ،معين نسبي آن توسط يك بردارِوضعيت معين ديگري مطرح است كه 

                                                                                                                                                         
1 Polar Coordinate 
2 Cylindry Coordinate 
3 Decartian Coordinate 
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 ،)اياسـتوانه (هايي كه قبلاً بدست آورديم چنانچه دقت كنيد، مختصات قطبـي در عبارت

نيـز   Brو يـك بـردار    ، قطبي است؛ايمدستگاهي كه آن را دستگاه دكارتي ناميده ديگرنسبت به 
  .باشدمي به دستگاه دكارتينسبت ) اياستوانه(نسبي دستگاه مختصات قطبي وضعيتتعيين كنندة 

مشخص كنندة مكان يك جسم در نظر گرفتيم  را بردارِ   Br توجه كنيد كه در آنجا بردارِ
نسـبت بـه   مكان يك جسم ، حتماً  ،دستگاه حاملِ ولي در حالت كلي لزومي ندارد كه اين بردارِ

  .ديگري غير از بردار مكان نيز باشد تواند هر بردارِتصور شود و مياي  نقطه
شـود  كروي ناميده مـي  ،خاص كروي نيز دوباره نسبت به يك دستگاه طور دستگاههمين

حامـلِ  و يك بـردارِ . دكارتي ناميديم ،خاص را دوباره كه آن دستگاه Br     نيـز مشـخص كننـدة
باشدكروي به دستگاه دكارتي مي وضعيت نسبي دستگاه.  

هاي مختلـف  تواند به طرق مختلف و براي كاربرددستگاه حامل يك بردار مي لذا موضوعِ
لاً با تعـاريف آورده  گردد كه چون اصو توجه خواننده جلب مي ،در تمامي اين موارد. بوجود آيد

لـذا شايسـته    ،معنـي اسـت   براي يك دستگاه بي "مركزِ دستگاه"اي بنامِ  نقطه شده در اين نوشته،
دو دستگاه فقط وضعيت نسبي  بودن و غيره گفتگويي كند ومتحدالمركز سي از نخواهد بود كه ك

دستگاه نسبت به دستگاه مرجع تعريف شده  حاملِ بردارِ از رويِنيز آن لازم است معين گردد كه 
كند و دقيقاً بسـتگي  شود و با تغيير آن بردار، طبيعتاً اين وضعيت نسبي نيز تغيير ميو سنجيده مي

  .دارد ،دستگاه حاملِبه بردار 

Br 

 نمايش بردار حامل دستگاه -8شكل

ρ 

z 

θ 
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   :جسم ، همواره داريم  براي بردار مكانِ) 8(حال با توجه به شكل 
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بردار مكان باشد،  ،بردار مورد نظر ،چنانچه در قضية كوريوليسهمانطور كه قبلاً نيز اشاره شد، 
  .خواهد بود ،جسم سرعترابطة دو  ،آيدنچه بدست ميآ
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-اي به دست مياستوانهسرعت جسم از ديد دستگاه دكارتي بيان شده در دستگاه به اين ترتيب 

  .آيد
آن را در ماتريس دوران  ،سرعت در دستگاه دكارتي كافي است براي داشتن همين بردارِ

  .بين دو دستگاه ضرب كنيم
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براي اين . بدست آوريم اي بر حسب اعداد استوانه خواهيم شتاب اين جسم را نيزحال مي
  .سرعت به كار خواهيم برد بار براي بردارِمنظور  قضية كوريوليس را اين

  

DB DB DB DC DBD Ca D v D v vω= = + ×  
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  :داريم )10(با استفاده از 

             :شتاب ظاهري  )19(
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           :شتاب كوريوليس)   20(
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               :مماسي شتاب)   21(
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                :شتاب جانب مركز)   22(
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جسم از ديد دستگاه دكارتي، ليكن  شتابِ بردارِ ،هاي بدست آمده تا اينجااز جمع مؤلفه
  .آيداي، بدست ميبيان شده در دستگاه استوانه
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كافي است آنچه در بـالا بدسـت آمـد در    فقط بردار شتاب در دستگاه دكارتي بيان براي 
  .ماتريس دوران بين دو دستگاه ضرب شود
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را در دسـتگاه دكـارتي نوشـته و بـا      rاين بار بيان بردار ) 13(با استفاده از رابطة : 32 -1مساله
  .را تحقيق كنيد) 18(گيري مستقيم رابطة ديفرانسيل

به دست آمد را بدون استفاده از قضية كوريـوليس  ) 23(آنچه در  32-1مانند مساله : 33 -1مساله
  .تحقيق كنيد

در  1كرويهاي دستگاه خواهيم سرعت و شتاب يك جسم را بر حسب مشخصهمي :34 -1مسـاله 
دسـتگاه دكـارتي و    ابتدا ارتباط مختصات يـك بـردار در  ) 11(همانند مثال  .دست آوريمفضا به

]كروي را بيابيد، و از روي آن تعيين كنيد  ]zyx  با[ ]θφr بـه ايـن   . اي دارنـد چه رابطه
  .  آيدترتيب ماتريس دوران بين دو دستگاه بدست مي

  
  

                                                                                                                                                         
1 Spherical 
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 هايسپس بردار سرعت دوران دستگاه كروي نسبت به دستگاه دكارتي را برحسب مؤلفه
هاي كـروي بيـان   اكنون سرعت و شتاب جسم را بر حسب مؤلفه. دست آوريددستگاه كروي به

  . كنيد
گيري مستقيم از بردار مكان در دستگاه دكارتي مقايسه دست آمده را با مشتقنتايج به

  .كرده از صحت محاسبات اطمينان حاصل كنيد
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  شتابِ مماسي و شتابِ جانبي

تواند نقطة پاياني يك  ديديم كه بازايِ تغييرِ يك چيزي مانند زمان از ديد يك ناظر، مي  
چنانچه اين نقاط پايانيِ احتمالاً گوناگون به يكديگر متصل . بردار از ديد همان ناظر تغيير كند

  .كه تعبيري هندسي دارد گردد رسم مي "مسيرِ حركت آن بردار"گردند اصطلاحاً 

از ديد دستگاهي، در فضاي برداريِ سه سرعت هر برداري توان ديد كه امتداد  براحتي مي
  .مماس است ،ها، بر مسير حركت آن بردار از ديد همان دستگاه بعديِ روية جابجايي

توجه كنيد كه سرعت هر برداري را نيز پيش كشيده شد،  30- 1 چنانچه در تمرينحال   
بر  عمود و يكي در راستايِبردار  نمود، يكي در راستاي خودتوان همواره به دو مؤلفه تجزية  مي
مماسيِ  سرعت. بردار گويند) جانبي(سرعت قائم ،يسرعت مماسيِ بردار و به دوم ،به اولي. آن

  .راستايِ آن است تغييرِحاكي از آن و سرعت جانبي ) طولِ(تغييرِ اندازه ، حاكي ازبردار

تواند به  شتاب كه سرعت سرعت است، مي. ابل انجام استاين تجزيه در مورد شتاب نيز ق  
به اين ترتيب، شتابِ مماسي . دو شتاب يكي مماس بر سرعت و يكي عمود بر آن تصور گردد

برعكس شتابِ قائم يا شتابِ . مكان استحركت  همواره مماس بر سرعت و لذا مماس بر مسيرِ
  .يرِ حركت مكان استمسجانبي همواره قائمِ بر سرعت و لذا قائمِ بر 
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استاي سرعت معلوم باشد، راستاي شتابِ مماسي نيز رهنگاميكه در يك لحظه، كنيد، توجه   
توان گفت كه، در صفحة  دقيقاً روشن است ولي در مورد راستاي شتابِ جانبي فقط مي

 اي را كه شتاب مماسي صفحه .توان دقيقاً آنرا تعيين نمود بر سرعت قرار دارد و نمي) نرمال(عمود
اين صفحه بسته به نوعِ . در آن لحظه گويند دهند را صفحة حركت انبي تشكيل ميو شتاب ج
  .تواند تغيير كند حركت مي

گردند كه  بندي چه در جايي كه نقشِ نيروها و تحليلِ عواملِ حركت مطرح مي اين تقسيم  
گونگي و مسيرِ حركت از ديدهاي گوناگون اند و چه در جايي كه فقط چ آنرا ديناميك ناميده

  .اند، كاربرد و اهميت فراواني داشته است گردند كه آنرا سينماتيك ناميده مطرح مي

كند و چرا اصولاً چنين  حركت تغيير نمياستدلال كنيد كه در چه صورتي صفحة  35-1مسألة 
  .نامي درست است

. درييگبرا در نظر  در صفحه )يك جسممانند مركز جرم (نقطه حركت يك )الف :36 -1مساله
 vسرعت را نيز با  اندازة. گذاري كنيدنام vωسرعت را در صفحة مزبور  بردارِ سرعت دورانِ

اگر  .خواهد بود vvω برابرِ )جانبي(و شتاب قائم vمماسي برابر  شتابِ ،نشان دهيد. ددهينمايش 
R صورت را به

v

vR ω= بهتعريف كنيم ،R ِگويندمي در آن لحظه مسير انحنايِ شعاع.  
  .مسير بدست آوريد هاي مختصات قطبي حاملِتوانيد اين دو شتاب را بر حسب مؤلفهآيا مي) ب
از ابتدا تاكنون، مكان در  ،ايِ اين دو شتاب توانيد الگوريتمي بدهيد كه با داشتنِ لحظه آيا مي) ج

  .لحظة كنوني بدست آيد
h(نوت 4يك قايق با سرعتي به بزرگي  : 37-1مسأله

mknot 18521 روي مسيري كه با ) =
θρحاملِ قايق بصورت  مختصات قطبيِ πθبراي  .كند بيان شده است، حركت مي =10 2= ،

اندازة شتاب ) ب. سرعت قايق را هم در دستگاه قطبي و هم در دستگاه دكارتي بيان كنيد) الف
  .مماسي و شتاب جانبي و شعاعِ انحناي مسير را بدست آوريد

در مسيري كه در  يك ذرة بردار در يك ميدان مغناطيسي  روي يك سيلندر : 38-1مسأله 
sبيان شده، با سرعتي به بزرگي  ρ=1و  Radz2=θاي حاملِ ذره، بصورت  دستگاه استوانه

km1  در



58                                درس اول  

) ب. اي بيان كنيد سرعت را در دستگاه استوانه) الف ).بر حسب متر است z(حال حركت است
  .اندازة شتاب جانبي و شعاع انحناي مسير حركت ذره را بدست آوريد

نشان دهيد بازاي . صادق بودنِ قاعدة مشتق براي ضرب دروني و بيروني دو بردار : 39- 1مسأله 
  .اند عبارت زير درستدو  ،دلخواه sهر 

)()()(

)()()(
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wDvwvDwvD

sss
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در نظر داشته و اين بار براي يك جسم را  36- 1همان حركت در صفحة مسألة  : 40-1مسأله 
yBxB(جسم جانبيِِراستايِ طولي و  مانند ديگر و راستايِددر را  شتاب هاي مؤلفهفرض كنيد،  aa ,

در اين سرعت دورانِ راستاي طوليِ جسم اندازة البته اين بار  .اندازه گرفته و در اختيار داريد ،)
  .گيري نموده و داريد را نيز اندازه )r(صفحه
مكانِ جسم را  ،تاكنوناز ابتدا گيري بالا  با در دست داشتنِ سه اندازهالگوريتمي بدهيد كه ) الف

  .در لحظة كنوني بدهد
چه در دو راستايي كه شتاب، . توان عمل كرد مياي جسم چگونه  در مورد سرعت لحظه) ب

  .گردد و چه نسبت به همان ناظرِ چسبيده به صفحه و چه به لحاظ فقط اندازه گيري مي اندازه
  

γβαدر چرخ و فلك زير بازاي سه زاوية :  41-1مسألة  را  Aو مشتقهايشان شتاب نقطة  ,,
 .از ديد دستگاه چسبيده به زمين و نسبت به يك نقطة دلخواه زمين بيابيد

  

 
  


